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均匀剪切流场中的强非线性波及其色散关系
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摘要 :考虑了剪切流场中强非线性波 ,唯一的假设是水深与特征波长之比是小量 ,建立了基于任意水深处速

度而不是通常所用的平均速度为速度变量的模型。不仅改进了色散关系 ,使模型的水深适用范围更大 ,而且

由于整个推导过程对波的振幅没有做任何假设 ,因而所获得的模型可以用于任何振幅的波。
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　　长期以来 ,人们对表面波进行了大量的研究。

例如 ,大家都很熟悉的浅水中描述二维波的 Bouss2
inesq 方程[1 ,2 ] 、描述单向传播波的 KdV 方程[2 ,3 ] 、描

述弱二维波的 KP 方程[ 2 ,4 ] 以及它们的孤立波解。

Nwogu[5 ]用任意水深处速度为速度变量表示的浅水

中的 Boussinesq 型方程。但是 ,这些研究均忽略了

背景流效应 ,而这些背景流在真实海洋中是很重要

的。这种水流与波浪之间的相互作用 ,如 Doppler

效应导致顺流时波长变大 ,波高减小 ,而逆流时波长

变小 ,波高增大 ,甚至出现波浪破碎。Unna[6 ]最早从

理论上研究了水流对波浪传播的影响。Longuet2
Higgins[7 ]给出了辐射应力概念及能量平衡方程 ,辐

射应力的给出使得正确计算流对波的影响成为现

实。假设流沿波传播方向是变化的 ,而在垂直方向

是均匀的 ,Longuet2Higgins[8 ] 从能量平衡方程导出

深水中线性波与流相互作用前后振幅值的变化 ,其

中流速的变化可以由上升流或侧向辐散加以平衡。

在反向流中波变陡 ,波动的能量增加 ,这是因为辐射

应力作功的缘故 ;同理 ,在順向流中波变平 ,关于这种

效应 Hughes[9 ] 已作过实验。Whitham[10 ] 和 Bret her2
ton[ 11 ] 研究了波流共存时的守恒律 ,而且 Bret her2
ton[ 11 ]还提出了波作用量守恒的概念 ,可以确定水流

引起的波高变化。Peregrine[12 ] 和 Jonsson[13 ] 对此也

进行了深入研究。Benjamin[14 ]推导了孤立波的弱非

线性理论后 , Freeman[15 ] 建立了描述剪切流中弱非

线性波的时间演化的 KdV 方程。但是当浅水中存

在强的剪切流时 ,应该考虑作用在表面重力波上的

强非线性效应[16 ] 。Choi [17 ] 利用渐近展开的方法建

立了浅水中具有有限振幅的表面波模型 ,但是这种

用平均速度表示的模型的色散关系和精确的比较不

是很好。作者采用类似于 Nwogu[5 ] 的方法 ,即以任

意水深处的速度为速度变量 ,研究了均匀剪切流场

中强非线性波 ,分析了所得模型的色散关系 ,使其适

用范围更大些。

1 　基本方程和边界条件

在密度为ρ,水深为常数 h 的流体中 ,假设流体

是无粘、不可压缩的 ,坐标系取在底部 ,水平向右为 x

正方向 ,垂直向上为 y 正方向 ,这样速度分量 (U , V )

和压力 P 分别满足连续方程和欧拉 ( Euler) 方程 :

U x + V y = 0 (1)

U t + UU x + V U y = - Px /ρ (2)

V t + UV x + V V y = - Py /ρ- g (3)

其中 g 是重力加速度 ,对空间和时间的下标表

示求偏导数。

自由面处的运动学和动力学边界条件为 :

V =ηt + Uηx , P = 0 　　( y = h +η) (4)

底部条件为 :

V = 0 　　( y = 0) (5)
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其中 h 为静止水面高度 ,η( x , t) 为相对于静止

水面的扰动位移。

对于旋度为负常数ω= V x - U y = - Ω的情况 ,

如图 1 ,关于波速 c 和波数 k 之间的精确线性色散关

系[16 ]为 :

c±

g h
= F 1 -

tanh k h
2 k h

± tanh k h
k h

1 + F2 tanh k h
4 k h

(6)

其中 F为 Froude 数 ,定义为 :

F =
Ωh

g h
(7)

图 1 　剪切流中的表面波示意图

Fig. 1 　Schematic plot of surface wave with uniform shear

flow

首先我们引入无量纲的物理变量 ,用带星号来

表示 :

x 3 =
x
L

, y 3 =
y
h

, t 3 =
g h

L
t , η3 =

η
h

,

U 3 =
U

g h
, V 3 =

V

μ g h
, P3 =

P
ρg h

(8)

其中 L 是水平方向上的特征波长 ,μ= h/ L 是小

量 ,从而波动是浅水长波。注意在这里没有对振幅

做任何假设。

把 (8)式代入到上面的连续方程、欧拉方程和边

界条件 ,这样 ,方程 (1)～ (5) 可用无量纲的变量来表

示 ,在此省略星号 :

U x + V y = 0 (9)

U t + UU x + V U y + Px = 0 (10)

μ2 (V t + UV x + V V y ) + Py + 1 = 0 (11)

V =ηt + Uηx , P = 0 　( y = 1 +η) (12)

V = 0 　( y = 0) (13)

沿底部到自由面积分连续方程 (9) ,并利用自由面和

底部的条件 (12)和 (13) ,得 :

9
9x∫

1 +η

0
U d y +ηt = 0 (14)

同样 ,沿水深积分水平动量方程 (10) ,并利用连

续方程 (9)和自由面、底部的边界条件 (12) ～ (13) ,

有 :

9
9t∫

1 +η

0
Ud y +

9
9x∫

1 +η

0
U2 d y +

9
9x∫

1 +η

0
Pd y = 0

(15)

从 y 到 y = 1 +η积分垂直动量方程 (11) ,并且利用

自由面上的条件 (12)可以得到压力场 :

P = 1 +η- y +μ2 9
9t∫

1+η

y
Vdy +

9
9x∫

1+η

y
UVdy - V2

= 0

(16)

从底部 y = 0 到 y 积分连续方程 (9) ,可以得到

垂直速度场 :

V = -
9

9x∫
y

0
Ud y (17)

速度场可以分解为 :

(U ,V ) = (U0 + u , v) , U0 ( y) = Fy (18)

其中 U0 是均匀剪切流 ,而 ( u , v) 是无旋的扰动

速度分量 ,且无旋条件为 :

μ2 v x - uy = 0 (19)

2 　均匀剪切流中的强非线性波

我们采用类似于 Nwogu 的方法[5 ] 来推导剪切

流中强非线性波满足的 Boussinesq 方程。首先把水

平速度 u( x , y , t) 在任意水深处 y = yα 做泰勒 ( Tay2
lor)展开 :

u( x , y , t) = u( x , yα , t) + ( y - yα) 9 u
9 y

| y = yα +

( y - yα) 2

2
92 u
9 y2 | y = yα + ⋯ (20)

把 ( 20 ) 式代入到无旋方程 ( 19 ) 式 , 截断到

O (μ4 ) ,有 :

9 u
9 y

| y = yα = -μ2 yα
92 uα
9 x2 (21)

92 u
9 y2 | y = yα = -μ2 92 uα

9 x2 (22)

其中 uα = u( x , yα , t) 。

把 (21) 式和 (22) 式代入到 (20) 式 ,得到水平速

度场 :

u( x , y , t) = uα -
μ2

2
( y2 - y2

α)
92 uα
9 x2 + O(μ4 ) (23)

把 (23)式代入到 (17)式 ,得到垂直速度场 :

v = - y
9uα
9x

+μ2 1
6

y3 -
1
2

y2
αy

93 uα
9x 3 + O(μ4 )

(24)
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　　利用 (16) , (23)和 (24)式 ,得到压力场 :

P = 1 +η- y +μ2 1
2

[ y2 - (1 +η) 2 ]
92 uα
9 x9 t

+ uα
92 uα
9 x2 -

9 uα
9 x

2

+
1
3

F[ y3 - (1 +η) 3 ] uα
92 uα
9 x2 + O(μ4 )

(25)

最后把 (23) ～ (25) 式代入到关于深度积分的连续方程 (14) 和水平动量方程 (15) 中 ,得到一组新的

Boussinesq 型方程 :

ηt +
1
2

F(1 +η) 2 + (1 +η) uα
x

- μ2 (1 +η) 3

6
-

y2
α (1 +η)

2
92 ua

9 x2
x

= O(μ4 ) (26)

9uα
9t

+ uα
9uα
9 x

+ηx =μ2 1
3

F(1 +η) 3 92 uα
9 x2 -

1
2

y2
α

92 uα
9 x9t

+ uα
92 uα
9 x2

+

1
2

(1 +η) 2 92 uα
9 x9t

+ uα
92 uα
9 x2 -

9uα
9 x

2

x
+ O(μ4 ) (27)

方程 (26)和 (27)的有量纲形式为 :

ηt +Ω( h +η)ηx + ( h +η)
9 uα
9 x

+ηx uα -
1
6

( h +η) 3 -
1
2

y2
α ( h +η)

92 uα
9 x2

x
= 0 (28)

9 uα
9 t

+ uα
9 uα
9 x

+ gηx =
1
3
Ω( h +η) 3 92 uα

9 x2 -
1
2

y2
α

92 uα
9 x9 t

+ uα
92 uα
9 x2 +

1
2

( h +η) 2 92 uα
9 x9 t

+ uα
92 uα
9 x2 -

9 uα
9 x

2

x

(29)

　　方程 (28)和 (29) (或 (26) 和 (27) ) 组成了均匀剪

切流中的强非线性波模型。由于我们只是假设水深

与特征波长之比是小量 ,即考虑的是长波 ,而对振幅

没有做任何假设 ,所以此模型可以用于任何振幅的

波 ,即振幅的量阶可以是 1。

现定义平均速度 :

u- =
1

h +η∫
h+η

0
uαd y (30)

由式 (23) 和 (30) ,可以得到平均速度和任意水

深处速度的关系 :

uα = u- +
1
6

( h +η) 2 -
1
2

y2
α

92 u-

9 x2 + O(μ4 ) (31)

这样方程 (28)和 (29)可以用平均速度来表示 :

ηt +Ω( h +η)ηx + ( h +η) 9 u-

9 x
+ηx u- = 0 (32)

9 u-

9 t
+ u-

9 u-

9 x
+ gηx =

1
h +η

( h +η) 3

3
92 u-

9 x9 t
+ u-

92 u-

9 x2 -
9 u-

9 x

2

+Ω( h +η) 92 u-

9 x2
x

(33)

方程 (32)和 (33)正好为 Choi 的结果[17 ] 。

3 　模型的色散关系

方程 (28)和 (29) (或 (26) 和 (27) ) 组成了均匀剪

切流中的强非线性波模型 ,以速度变量 uα 的位置高

度 yα作为一个自由变量 ,由于速度变量 uα是任意选

择的 ,因而可以包括静止水面速度、底部速度、平均

速度等 ,通过选择 yα 的值来使所得模型的色散关系

与精确的色散关系尽可能的在大水深范围内吻合。

考虑角频率为ω、波数为 k 的小振幅周期波 :

η= ae i ( kx - ωt) , uα = Ae i ( kx - ωt) (34)

把 (34) 式代入到方程 (28) 和 (29) 的线性部分 ,

得到模型的色散关系为 :

c±

g h
= F 1 -

1 + k2 1
6

h2 -
1
2

y2
α

2 1 + k2 1
2

h2 -
1
2

y2
α

±

1 + k2 1
6

h2 -
1
2

y2
α

1 + k2 1
2

h2 -
1
2

y2
α

1 +
1
4

F2
1 + k2 1

6
h2 -

1
2

y2
α

1 + k2 1
2

h2 -
1
2

y2
α

(35)

由 (35) 式可见 ,色散关系依赖于参数 yα 的值 ,即依

赖于不同的深度 ,亦即模型依赖于不同水深处的速

度。根据 yα的定义 ,如果 y2
α = h2 ,则表示是静止水面

处的速度 ; y2
α = 0 ,则表示是底部的速度 ; y2

α = h2 / 3 ,则

表示平均速度 ;而 y2
α = h2 / 5 则是根据精确线性色散

关系中 tan k h 的 Pade 展开 P[ 2 , 2 ]得到的。下面对

于不同 yα的值 ,我们把所得模型的色散关系与精确

的色散关系作比较 ,如图 2。这里只比较了 c+ , c - 也

是类似的 ,且取定 Froude 数为 F = 0 . 1。从图中可

以看出 ,选择 y2
α = h2 / 5 时 ,水深的适用范围是用别
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的速度表示的 2～3 倍 ,这样水深的适用范围大大增 加了。

图 2 　(29)式 (实线)与 (6)式 (虚线)确定的色散关系比较

Fig. 2 　Comparison of dispersion relations between formula (35) (real line) and formula (6) (point line)

4 　结论

本文采用类似于 Nwogu[ 5 ]的方法研究了均匀剪

切流场中的强非线性波 ,在得到的模型中 ,存在自由

变量 yα ,通过选择此变量 ,可以用不同的速度来表

示。该模型包括了用静止水面速度、底部速度、平均

速度来表示的不同形式。比较发现 ,通过选择变量 yα

可以使得到的色散关系与精确的线性色散关系更好

地吻合 ,从而使模式的水深适用范围更大。
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Abstract : Long surface waves of finite amplit ude with uniform shear flows are considered under t he only

assumption t hat the aspect ratio between wavelengt h and water depth is small . A new model is derived u2
sing t he velocity at an arbit rary distance f rom the still water level as t he velocity variable instead of t he com2
monly used depth2averaged velocity. This significantly imp roves t he dispersion p roperties , making t hem ap2
plicable to a wider range of water dept hs. Since it s derivation requires no assumption on wave amplit ude ,

t he model we got here can be used to describe arbit rary amplit ude waves.
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