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越洋海啸波传播数学模型的研究 
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摘要: 应用内外解匹配的方法和驻相法推导了柱坐标系下地震引起的水面波动方程的解, 即推导了地

震海啸波生成与传播的理论方程, 并对越洋地震海啸理论方程进行了求解。基于 Boussinesq 方程出发, 

建立了二维越洋海啸波传播数学模型, 并对越洋海啸进行了数值计算, 计算方法采用有限差分方法, 

差分格式采用交替方向隐格式(Alternating Direction Implicit 即 ADI 方法)。利用越洋海啸计算模式对

发生在大洋中的地震海啸进行了模拟, 将数值模拟结果与地震海啸波理论方程的计算结果进行了比较, 

两种计算结果吻合较好。 
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海啸是指由海底地震、火山爆发、海底滑坡、塌

陷以及大气事件所产生的具有超大波长和周期的水 
波[1]。常见的海啸多为地震海啸, 地震海啸按其发生的
源地与受灾区距离的远近分为越洋海啸和局地海啸。

越洋海啸是横跨大洋或从远洋传播而来的海啸; 而局
地海啸为生成源地和受灾地区处在同一地区[2]。 

目前关于海啸的研究多为数值模拟方法, 在众
多的数值模拟模型中, 主要包括 4类[3,4]: 第 1类是基
于长波方程浅水理论的模型, 此类模型中应用最广
泛的是 Tohoku大学的 TUNAMI2N2模型, 此外还有
NO-AA 海啸研究中心(NCTR)所应用的 MOST 模
型、Cornell 大学的 COMCOT 模型以及中国的业务
化模型等等[5]。第 2类是基于 Boussinesq方程的模型, 
如经典的 Boussinesq方程模型以及 Delaware大学改
进的 Boussinesq方程模型等[6]。第 3类是基于完全非
线性势流理论的模型。第 4 类是基于 Navier-Stokes
方程的模型等[7]。 

二维越洋地震海啸波传播数学模型, 采用的是
球面坐标系下的越洋海啸控制方程, 计算方法采用
有限差分方法 , 差分格式采用交替方向隐格式法
(Alternating Direction Implicit即 ADI方法)。利用该
模型对地震海啸波在全球范围大洋中的传播进行了

数值模拟, 模拟效果较好。 

1  海啸波传播理论方程的推导 

1.1  波动满足的方程与条件 
海啸发生的原因有两个: 一是海底火山爆发等

其他原因 , 海底受到水下爆炸力的冲击 , 使附近海
面突然涌高; 二是地震引起海面隆起或塌陷使附近
海面突然涌高[8]。因此, 海啸的发生可以归结为两种
瞬时作用力引起的, 即一种是海底受到冲击压力的
作用, 另一种是海面受到海底隆起或塌陷升降扰动
的作用。根据基本运动方程式中所考虑的瞬时作用

力的模式不同, 可以求得不同的海啸波动模式。假设
海水是不可压缩的理想液体, 海水运动是有势的即
为无涡运动且波高很小。因此, 问题归结为寻求速度
势 ( ), , ,x y z tφ , 该势函数一方面应满足拉普拉斯方程

式, 另一方面应满足边界条件和初始条件。满足的拉
普拉斯方程[9]为:   
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 (1) 

在海面 0=z 的自由表面上, 动力条件为:  
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t
φ η∂

=
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运动条件为:  

 
t z
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由动力条件和运动条件得动力学条件为:  
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在海底 z h= − 的边界处 , 当只在水面上受到外力 
(包括海面的突然升降)作用时, 在海底:  

 0
z
φ∂

=
∂

 (5) 

在地震使海底隆起的情况下, 海底的变动速度为:  

 ( ) ( ),f x y h t
z
φ∂

=
∂

 (6) 

海底变动范围 f(x, y)和时间的变化 h(t)两者可以由各
种各样的组合情况, 此外还必须考虑初始条件。 

1.2  波动方程理论解的推导 
假设某次海啸发生时, 海底的变动情况如图 1

所示。 

 

图 1  海底隆起示意图 
Fig. 1  Seabed up-heaving sketch map 

 
海底隆起的范围为半径 R 的区域, 隆起的最大

高度为 B。在大于 R 的区域内, 即当 r>R 的范围内, 
对拉普拉斯方程(1)由直角坐标系(x, y, z)转化到柱面
坐标系 ( ), , zρ λ 下:  
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应用分离变量法 , 将速度势函数 φ 分离为空间

函数 ( ), , zϕ ρ λ 与时间函数 T(t)的乘积形式 , 即

( ) ( ) ( ), , , , ,z t z T tφ ρ λ ϕ ρ λ= , 代入上式得:  
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对空间函数 ( ), , zϕ ρ λ 再次应用分离变量法得 , 

即 ( ) ( ) ( ) ( ), , z K Q Z zϕ ρ λ ρ λ= , 代入上式整理得:  
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上式左边为关于 ρ 的函数跟 z 无关, 右边为关

于 z的函数与 ρ 无关。两者若相等则必有, 两边同等
于一个常数, 设这一常数为 μ− , 故上式可整理为:  
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关于 Z(z)的方程(10), 在 r>R 时, 即在海底的隆

起范围以外的区域时 , 海底 z h= − 处 0
z
φ∂

=
∂

, 即

0Z
z

∂
=

∂
, 故方程 (10)在非齐次边界条件下的解为 , 

( ) e ez zZ z c dμ μ− − −= + ( )0μ < , 则
Z
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e e 0z zc dμ μμ μ− − −− − − = ,设 e
2

hC c μ− −= = e hd μ− ,  

μ− = k即 2kμ− = 代入方程(10)的解并整理得:  

 ( ) ( )coshZ z C k h z= +  (12) 

将 2kμ− = 并令 s kρ= 代入方程(11)并经过整理后得:  
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此方程为贝塞耳方程, 解得:  

 ( ) ( )0K k cJ kρ ρ=  (14) 

式中, ( )0J kρ 为零阶第一类贝塞耳函数, c为常数。
将 ( )Q λ 、 (12) 式 和 (14) 式 代 入 ( ), , zϕ ρ λ =  

( ) ( ) ( )K Q Z zρ λ 得:  

 ( ) ( )0coshA k h z J kϕ ρ= +  (15) 

其中, ( )A CcQ λ= 。 

将 ( ) ( ) ( ), , , , ,z t z T tφ ρ λ ϕ ρ λ= 代入海面处的动

力学条件(4)并整理得 
2

2
1 T g
T zt

ϕ
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, 令方程两边同等于某一常数

2σ− , 则, 
2

2
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t
σ∂

+ =
∂

, 解得:  

 ( ) ( )sinT t D tσ ε= +  (16) 

其中, D为常数, ( )2 tanhgk k h zσ = + 。 

将 (15) 式 和 (16) 式 代 入 ( ), , ,z tφ ρ λ =  

( ) ( ), , z T tϕ ρ λ 得到在 r>R 时拉普拉斯方程的通解为

( ) ( ) ( ) ( )0, , , cosh sinz t E k h z J kr tφ ρ λ σ ε= + + , 其中

E AD= , r ρ= 。将此式代入动力条件(2)式得到海啸

波幅的解为:  
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 ( ) ( ) ( )0cosh cosE k h z J kr t
g

ση σ ε= + +  (17) 

在 r≤R 时, 即在海底隆起的范围内的水体, 此
部分水体同样满足拉普拉斯方程, 可应用同样的方
法得到 r≤R时的海啸波幅的表达式为:  

( )
( ) ( )0 2

2

e
cosh sinh

sinh cosh

mtmFJ kr
gk kz m kz

gk gk kh m kh
η

−

′ = −
+

 (18) 

式中, m为海底的上升量B(如图 1)相对于时间的上升

率, ( )1
1
2

F BmRJ kR= , ( )1J kR 为一阶第一类贝塞

耳函数。  
应用内外解匹配的方法[10]对 r≤R 和 r R> 时海

啸波波幅进行匹配, 我们称 r > R时波幅的解为外解, 
r≤R时称为内解, 将内外解在 r = R, z=0, t=0时匹配, 
即η η′ = , 于是得海面处的海啸波幅为:   
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0
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将 ( )0
2 πcos
π 4

J kr kr
kr

⎛ ⎞≅ −⎜ ⎟
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代入(19)式得:  
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由于海啸波是由许多不同的波所组成的群波, 现考
虑所有波数所组成的群波的波形, 对上式从零到无
穷大进行积分得:  

 

( ) ( )

( )

10

πi i2

1 2, Re
2 2cosh π

e e d
kr t kr t

BRr t J kR
kh kr

k
σ σ

η
∞

⎛ ⎞− −⎜ ⎟ +⎝ ⎠

≅ ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫
     

(21)
 

利用驻相法[11]对上式进行积分得海啸波波幅的

理论方程为:  
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2  越洋海啸数值计算模式的建立 

2.1  二维越洋海啸波传播数值计算模式的

控制方程 
越洋海啸为从远洋传播过来的海啸, 由于大洋

的水深达数千米 , 甚至上万米 , 海啸波受到的底部
摩擦力很小, 故海啸波可以在大洋中传播数千千米
而能量衰减很小。越洋海啸模式采用包含频散项在

内的 Boussinesq 方程, 在方程中忽略摩擦力项的影
响, 于是球面坐标系下越洋地震海啸的控制方程为:  
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( )

( )3

2

cos

1 cos 1         0
3coscos

g hM fN
t R

h N M
h t h tR

η η
φ λ

η φ
λ φ φ λφ

+∂ ∂
+ − −

∂ ∂

⎧ ⎫+ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

 
(24)

 

( )

( )3

2
1 cos 1        0

3cos

g hN fM
t R

h N M
h t h tR

η η
φ

η φ
φ φ φ λ

+∂ ∂
+ + −

∂ ∂

⎧ ⎫+ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

 

(25)

 

式中, η为相对于平均海平面的自由表面位移; φ为纬

度; λ为经度; R 为地球平均半径, 6 371.004R ≅ km; 

M为沿纬度单位宽度的通量; N为沿经度单位宽度的

通量; f为科氏力系数, 2 sinf ω φ= , ω是地球自传角

速度; g为重力加速度。 

2.2  越洋海啸数值模式的计算方法 

越洋海啸数值模式计算采用二维有限差分的

ADI 方法。即在前半个时段内先对连续方程和纬度

方向运动方程联立隐式求解, 再对经度方向运动方

程显式求解; 在后半个时间段内先对连续方程和经

度方向的运动方程联立隐式求解, 再对纬度方向的

运动方程显式求解, 在下个时间段内照此显隐交替

进行求解。在前半时间步长内, 对控制方程进行离散

后:  
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式中,  
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在后半步长内照此方法进行离散。 

3  二维越洋海啸波传播数学模型的

理论验证及应用 

3.1  模型的范围及网格的划分 

利用越洋海啸计算模式, 对发生在大洋中的地
震海啸进行海啸波传播数值模拟。模拟范围为全球

范围的各大洋, 即 75ºN到 75ºS之间的整个区域。计
算网格采用矩形网格, 网格的划分取空间步长在经

度纬度方向均为 5º, 即 5π6 371 555.7
180

× = km, 海底

糙率采用 0.005n = 。 

3.2  模型的边界条件与初始条件 

由于模拟的范围是全球的各大洋, 全球各大洋
是相通的, 故模型的水边界是封闭的, 即无水边界。
陆边界为刚壁边界, 即取法向速度为零。模型的初始
条件的取值基于以下考虑: 地震海啸 , 特别是比较
大的越洋海啸的产生, 是由于垂直滑动断层的上升
或下降造成震源以上水体的竖向升高或下沉。作为

近似 , 假定水面的升高与海底的隆起高度相等 , 将
此作为海啸计算的初始条件, 即假定初始时刻震源
处水面有一涌高。 

3.3  海啸波传播模拟 

假设在印度洋发生一海底地震, 地震引发海啸。
震源的地理位置(图 2)在 25ºS, 75ºE, 海水深度大约
为 4 000 m, 地震引起的海面初始涌高为 2 m。通过
越洋海啸数值模式的计算得到源点的海啸波的变化

曲线如图 3 所示。由图 3 可以看出海啸波在源点附
近波动的时间非常短, 这符合地震海啸在源点的波
动情况。根据海啸波的理论方程, 计算得出的源点的
波动曲线(图 4), 通过图 3 和图 4 可以看出海啸波幅
基本相同。 

 

图 2  震源及验证点位置图 
Fig. 2  Epicenter and validation points 
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图 3  数值计算得出的海啸波源点的波动曲线图 

Fig. 3  Numerical calculation of the epicenter wave 

 

图 4  理论方程得出的海啸波源点的波动曲线图 
Fig. 4  Theoretical equation of the epicenter wave 
 

3.4  越洋海啸波传播模型的理论验证 
在相距震源 4 km处任取一验证点, 验证点的坐

标为 5ºS, 60ºE, 如图 3所示。通过越洋海啸数值模式
的计算得到此点的海啸波的变化曲线为图 5 所示, 
图 6 为由理论方程求得的验证点处的海啸波的变化

曲线图, 比较图 5 和图 6 可以看出波动情况大致相
同。 

 
图 5  数值计算得出的验证点的波动曲线图 

Fig. 5  Numerical calculation of the validation-point wave 

 

图 6  理论方程求得的验证点的变化曲线图 
Fig. 6  Theoretical equation of the validation-point wave 

 

3.5  海啸波的传播过程 
图 7为越洋海啸数值计算模式在第 1 , 5, 10, 20,  

 
图 7  海啸波三维立体图 

Fig. 7  3D stereo figure of tsunami wave 
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30 min 的计算结果, 从海啸波三维立体图可以看出
海啸波在全球海洋中的传播情况。 

4  结论 
从海啸满足的拉普拉斯方程出发, 应用内外解

匹配的方法以及驻相法系统地推导了由地震引起的

水面波动方程的解, 即推导出了海底地震引起的海
啸波传播的理论方程。建立了越洋海啸的数值计算

模式, 并对边界条件与初始条件进行了相应的处理。
利用越洋海啸的数值计算模式和理论方程对发生在

大洋中的地震海啸进行了计算, 并对震源处以及验
证点处的结果进行了验证, 由理论方程与数值计算
的验证结果可以看出, 两种计算结果在数值与传播
趋势上还是比较吻合的, 为越洋海啸波在全球范围
内的传播模拟提供了一种模拟方法。 
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Abstract: In this paper, we used the method of matching inner and out solutions and the stationary phased method 
to derive the solution of the wave equation in cylindrical coordinates for the water surface after earthquake, which is 
the theoretical equation of earthquake tsunami. We then applied this equation to calculate the trans-oceanic tsunami. 
Based on the Boussinesq equation, a 2D trans-oceanic tsunami wave propagation mathematical model was built, and 
was used to simulate the trans-ocean tsunami. In this model, the calculation was performed with the finite difference 
method, and the difference scheme with the Alternating Direction Implicit, that is ADI method. With the trans-ocean 
tsunami numerical calculation model, an earthquake tsunami was calculated; and the results were in good consis-
tency with that of the earthquake-induced wave calculated by the theoretical wave equation for water surface. 
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