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摘要: 本文通过假定底边界层湍黏性的三次多项式参数化形式, 基于简化的 Navier–Stokes 方程, 并利

用超几何方程的性质, 推导出了湍流粗糙底边界层的速度解析解。同时, 得到了底边界层内其他的动

力参数, 如底剪应力、Ekman 传输、Ekman 抽吸及近底部速度分布场, 从理论上讨论了均匀混合底边

界层特征量分布特征。通过数值结果分析, 进一步得出底边界层的总速度、亏损速度及其剪应力受平

均流的角频率和地球自转影响比较大; 而底边界层的动力结构对于底边界层顶部粗糙度不敏感。该涡黏

性模式从理论上丰富了底边界层涡黏性的形式, 为底边界层的动力系统研究提供了借鉴和理论参考。 
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湍流底边界层的流场结构对于海洋工程研究具

有十分重要的意义和理论价值 , 比如泥沙的侵蚀 , 

悬浮沉积过程[1-2]、湍流混合[3]、能量耗散[4]及 Ekman

抽吸[5]。迄今为止虽然有很多文献从不同角度(如理

论上和实验上)研究了底边界层的动力特征 [6-13], 但

是精确地描述复杂湍流底边界层的动力机制却十分

困难。实际海洋中, 有很多因素影响底边界层的动力

系统, 如垂向涡黏性的分布、底部粗糙度、底边界层

上部流场的分布和 Coriolis力等。其中垂直涡黏性的分

布是一个十分重要的参数, 对它适当且准确地描述可

以更好地预测和模拟湍流底边界层的动力结构。 

为了更加准确地理解边界层的动力特征, 垂直

涡黏性的各种假设被广泛地提出[9-21]。众所周知, 垂

直涡黏性是底边界层高度的函数。例如, 由长度混合

假设知 ,  涡黏性 1 是底边界层高度的线性函数

1 *kzu  , 其中 k是 Karman 常数(k≈0.4), z是底边

界层的垂直高度(原点在底边界层的底部 ,  向上为

正), 1/2
* ( / )u   是底摩擦速度, 是流体的密度, 

是底剪应力。利用线性参数模式, Weatherly 等[9]推导出

了海洋倾斜底边界层的速度解析解 ;  Cu sh ma n - 

Rois in 等  [ 5 ]利用该涡黏性研究了深海洋的底部

Ekman 抽吸; Zou[10]在该模式的基础上, 同时考虑了

湍流消耗和扩散效应, 得到了湍流底边界层的速度

解析解。另外 , Ostendorf[12]和 Prandle[13]利用该 

线性模式分别研究了考虑地球旋转的湍流底边界层

和边界条件为无应力的潮流底边界层。然而, 在这 2

个研究中, 由于分别考虑了地球的旋转和底边界层

上表面应力的消失, 涡黏性的分布需要进一步修正。
为了解决这个难题 , 各种不同的涡黏性模式被提

出。Beach 等 [14]提出了线性-指数形式的涡黏性 2 , 

2 1 * 2exp( / )k ku z k z d   , 其中 1k , 2k 为 2 个常系数, 

d 是底边界层的有效高度。通过该涡黏性, Hsu等[15]

预测的湍流底边界层的速度剖面和实验观测结果一

致, Absi[16]计算了细沙和粗泥沙悬浮液的浓度。另外, 

Myrhaug[17]利用了湍流涡黏度的二次形式 3   

* (1 / )ku z z d 描述了粗糙底边界层的湍流运动。根据

实验数据 , Nezu 等 [18]得到了该涡黏性的二次形式, 

并进一步揭示了底边界层的速度分布。Perlin 等[19-20]利

用此涡黏性研究了底 Ekman 层的湍流、分层和速度

分布; Shimizu[11]考虑了分层和地转效应得到了湍流

底边界层的解析模式, 并且和已知的实验结果拟合

良好。李明悝等[21]通过分析不同水深和潮流振幅情

况下, 得到了一个潮致垂直混合涡动黏性系数 T 的

拟合公式 2 2(1 )T L z z   , 其中 L为常数, 与潮流振
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幅和底混合层厚度有关 , 在该参数化方案下 , 模拟

的海洋温度三维结构和实际观测基本吻合。 

为了对问题进一步探讨 , 在本文研究中 , 我们

提出了三次多项式形式的涡黏性 2 (1 / )az z d   , 

其中 a是常数 (与摩擦速度 *u 与有效高度 d 有关 ), 

得到了湍流底边界层的速度的解析解, 并进——步得

出底边界层内其他的动力参数的解析形式。在数学

方法上, 湍流底边界层的流场分布用超几何函数表

示[22]。超几何函数在函数的展开和量子力学的问题

中有很多的应用 [23-24], 在湍流底边界层的动力系统

问题中却很少被用到。本文在一个新的湍黏性分布

下 , 对方程进行适当的变量代换 , 最终化简为超几

何方程, 利用超几何方程的基本解—超几何函数来

表示湍流底边界层的动力结构。在文章最后利用数

值结果讨论了底边界层的动力结构受一些参数的影

响情况, 为研究底边界层动力结构选用合适的涡黏

性的形式提供了借鉴和参考。 

1   底边界层的控制方程和解析解 

假定湍流底边界层内的流体充分混合, 即密度均

匀, 同时边界层底部粗糙平坦。因此湍流底边界层的运

动基本方程可以简化为 Navier-Stokes (N-S)方程:   

E E
E

u u
fv

t z z


         
         (1a) 

E E
E

v v
fu

t z z


          
        (1b) 

其中 2 sinf   是Coriolis参数(本文中假设为正常

数), 和 分别是地球自转角速度和地理纬度, t

是时间, z 是垂直高度(指向上为正的, 零点在底边

界层的底部, 见图 1)。 2 (1 )az αz   为动力涡黏性, 

其中 a是常数(与摩擦速度 *u 和底边界层的有效高度

d 有关), 1/d  。 Eu 和 Ev 分别为 x , y方向的亏损

速度(Ekman速度), 它们是 z 和 t 的函数。而 Iu 和 

 

图 1  底边界层示意图 

Fig.1  Bottom boundary layer sketch 

Iv 为底边界层上部 x , y 方向的速度分量(即底边界

层的总速度u , v分别为 I Eu u u  和 I Ev v v  )。 

方程(1a)和方程(1b)的顶部边界为无应力条件:  

( / , / ) (0,0)E Eu z v z     , z h       (2) 

其中 h为边界层的厚度。 

底边界层的底部边界为无滑移条件:  

( , ) ( , )E E I Iu v u v  , 0z z         (3) 

其中 0z 为底粗糙度, 本文假定为正常数。 

底边界层的上方由海洋潮汐力所产生的内部流场为:  

i1
( , ) ( , )e . .

2
t

I I I Iu v u v c c            (4) 

其中 为内部流的角频率, Iu 和 Iv 为内部流速的复
振幅且为常值 , . .c c 为复共轭。控制方程(1a)、(1b)

在边界条件(2)和(3)下, 得到了底边界层速度的解析

解。引入两个新的变量 1 iE EF v u  和 2 iE EF v u  , 

带入方程(1)得:  

1 1
1i

F F
fF

t z z


          
          (5a) 
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fF

t z z


         
          (5b) 

令 i
1 1( )e tF z  , i

2 2 ( )e tF z  , 其中1 和2 分别是

z的两个不同的函数, 方程(5)可简化为:  

1
1

( )
i( ) ( ) 0

z
f z

z z


  
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2
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( )
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f z
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
  
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      (6b) 

令 1( ) ( )pz r V r  , r z , 其中 V是 r的函数, p是复

常数, 将上式代入(6a)。为进一步化简方程的需要, 

令 2 i( ) / 0p p f     , 使得方程(6a)可化为超几

何方程[22]:  

(1 ) ( ) [2 2 (3 2 ) ] ( ) (2 ) ( ) 0r r V r p p r V r p p V r                  

(7) 

方程(7)的两个线性无关的解为超几何函数 (0)
1 ( )F r


  

(0) (0) (0)
2 1( , , , )F r     和 (0) (0) (0) (0)

2 11 ( ) ( , , ,F r F   
     

r)。所以, 方程(6a)的两个线性无关的解为
(0) (0)

1 ( )pr F r


和

(0 )
- (0)

1 ( )pr F r


, 其中, ( 1) ( )( 1 1 i )/2k kp s
     , ( 1)k 

   

( )1 1 i ks  , ( 1) ( )(3 1 i ) / 2k ks 
    , ( 1) ( 1k 

     
( )( 1 1 i ) / 2ks   , ( ) 4[ ( 1) ] /k ks f a   , 1r  , 

k  1, 2, 下标 和等式右边的 一致。 ( )ks 表示底边

界层的无限制流的旋转高度 4( ( 1) ) /k f a   。同样

方法可以得到方程 (6b)的 2 个线性无关的解为
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(1) (0)
2 ( )pr F r


和

(1)
- (0)

2 ( )pr F r


, 其中  (0) (1)
2 12 ( ) ( ,F r F 

   

(1) (1), , )r   。根据方程(1a)、方程(1b)和方程(6a)、方程

(6b)的关系, 进一步得到方程(1a)、方程(1b)的通解为:  
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其中 1C 、 2C 、 3C 和 4C 是待定系数, 可由边界条件(2)

和(3)确定。则方程(1a)、方程(1b)的解为 
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0 0r z , 1r h , m=0或 1, n=0或 1。 

2  底边界层的动力参数 

2.1  剪应力 

根据剪应力公式 ( / )u z   
 

和底边界层速度

(8), 得到底边界层内的剪应力为 :  
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  




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

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


  。 

2.2  Ekman 传输 

根据 Ekman传输
0

d
x

h

E Ez
q u z  , 

0

d
y

h

E Ez
q v z  的

定义 , 对方程 (1a)和方程 (1b)两边分别从 0z z 到

z h 积分并利用边界条件(2)和(3)得到下列方程:  

(0) (0)

(0) (0)

1
i ( )

2
1

i ( )
2

x y

y x

E E I III

E E I III

q fq c u c v

q fq c u c v









   

    


 

 
     (10) 

其中 
(0) 2

0 0

(1) (0) (1) (0)(1) (0) (1) (0)
4 3 3 42 1 1 2

(1) (1) (1) (1)
2 1 4 31 2 3 4

(1 )

,
2( ) 2( )
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H H H HH H H H

A H A H A H A H
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 
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   

 

(0) 2
0 0

(1) (0) (1) (0)(1) (0) (1) (0)
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(1) (1) (1) (1)
2 1 4 31 2 3 4
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i i
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H H H HH H H H
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 
 

   
。

 

进一步解得 

i1
e . .

2
x

y

E II I t

E II I

q u
c c

q v
 

 




    
          




    (11) 

其中
(0) (0)

2 2

i II
II

c fc
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(0) (0)

2 2

i IIc fc

f













为复位移

厚度。方程(11)表明Ekman传输
xEq , 

yEq 由剪应力 x , 

y 决定。 
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2.3  Ekman 抽吸 

假设流体为不可压缩的, Ekman 抽吸可由对三

维连续方程 / / / 0u x v y w z         两端分别从

0z z 到 z h 积 分
0 0

/ d / d
h h

z z
w z z u x z         

0

/ d
h

z
v y z  , 并结合公式(11)得到 

0
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tI I I I
II

qq
w w w
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u v u v
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x y x y
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               

   
 

其中 hw 表示 z=h时, 底边界层的垂向速度, 
0zw 表示

z=z0时, 底边界层的垂向速度, Ew 表示 Ekman抽吸, 

在伸展和压缩海洋内部流方面起重要作用。 

2.4  底边界层近底部速度和剪应力 

接近底边界层的底部, 有极限( / 0z d   )和

0pr  , 并 利 用 超 几 何 函 数 的 性 质 , 
[22] ( , , ,0) 1F     , 利用边界层速度公式(8), 我们得

到底边界层的近底部速度剖面,  
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。进一步, 利用底边界层内的剪应力公式

(9), 得到近底部的剪应力为 

1 2 i
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其中
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。 

3  数值分析 

作为动力特征分析 , 在这部分 , 我们假设一个

单一内部流 ( , ) (0,1)I I Iu v V , 其中 IV 为实常数 , 表

示速度的大小。在不考虑地转效应的情况下, 分别讨

论了平均流的角频率和底边界层顶部粗糙度

1 /h d   (图1)对速度的影响情况(图2和图3)。在考

虑了地转效应情况下 , 分别讨论了参数 /S f 和

相位角 t 对底边界层速度的影响情况(图4~图6), 以

及参数 /S f 对底边界层剪应力的影响(图7), 更

加清晰地理解底边界层内的动力结构。 

在 t=0s, f=0 rad/s, a=0.1 m/s, ( , ) (1,0)I I Iu v V 和 

 

图 2  不同的角频率 下的速度剖面 

Fig. 2  Velocity profile with different angular frequency   

 

图 3  不同的 下的速度剖面 

Fig. 3  Velocity profile with different   
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图 4  不同 S下的总速度的大小(u, v)(a)和相位 arg[(u, v)](b)  

Fig. 4  Velocity magnitude (u, v)(a)and phase arg[(u, v)](b) with different parameters S , respectively 

 

图 5  在不同 S下的亏损速度的大小(uE, vE)(a)和相位 arg[(uE, vE)](b) 

Fig. 5  Velocity defect magnitude(uE, vE)(a)and phase arg[(uE, vE)](b)with different parameters S 

 

图 6  不同相位角 t 下的总速度大小(u, v)的分布 

Fig. 6  Velocity magnitude profile (u, v) with different phases t  
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图 7  不同的 S对应的剪应力的大小 | ( , ) |x y   (a)和相位 arg[(u, v)](b) 

Fig. 7  The shear stress magnitude | ( , ) |x y   (a) and phase arg[(u, v)] (b) with different S 

 

VI=1 m/s的情况下, 图 2给出了不同的平均流角频率

对应的无量纲的总速度剖面 ( , ) ( , )I E I Eu v u u v v  

的分布。从图 2可以看出总速度的大小(u, v)与平

均角频率有很大的关系。在底边界层的同一高度上, 

随 着 平 均 角频率的增大而增大 , 在角频率为
41.2 10    rad/s时, 总速度最大, 但是总速度的变

化梯度越来越小; 对每个平均流的角频率 , 在接近

边界层的顶部时 , 总速度达到在一个固定值 , 在靠

近边界层底部, 总速度迅速减小为 0。图 3给出了不

同 1 /h d   对应的总速度分布(=0.1、0.3和 0.7)。

在底边界层的同一深度, 总速度的大小随着 的增

加越来越大, 但是影响不明显。特别是在底边界层近

底部, 速度剖面对 几乎不敏感。 

在 57.27 10   rad/s, t=0 s, a=0.01 m/s, 

( , ) (1,0)I I Iu v V 和 VI=1 m/s的情况下, 图 4给出了在

不同的 S 对应的总速度大小 (a)和相位 (b)分布

( S =0.6、0.9、1.2和 2.6)。从图 4(a)中可以看出, 速

度的大小随着 S 的变化很小, 特别是在边界层的顶

部和底部几乎没有变化。图 4(b)可以看出, 速度的偏

转角受到地球的自转影响明显, 当 0<S<1 时, 相位

arg[(u, v)]的变化达到约 7°; 当 S>1 时, 相位的变化

达到了 4°。图 5给出了不同 S(S=0.6、0.9、1.2和 2.6)

对应的亏损速度大小(a)和相位(b)分布。当 0<S<1时, 

在同一高度, 亏损速度的大小随着 S 的减小越来越

小, 并且随着高度的增加亏损速度接近于 0; 亏损速

度的相位变化达到了 100°左右, 并且相位随着高度

的增加而增加, 逆时针旋转。当 S>1时, 在同一高度, 

亏损速度的大小随着 S 的增加越来越小; 相位随着

高度的增加而减小, 顺时针旋转。 

在 57.27 10   rad/s, a=0.1 m/s, ( , )I Iu v   

(1,0) IV 和 VI=1 m/s的情况下, 图 6描述了在不同的相

位角 t ( t =0°、30°、60°、90°、120°和 150°)对应

的总速度剖面的分布。在边界层内, 当 0<S<1或 S>1

时 , 速度的大小随着相位 t 的增加先减小后增大 , 

并在 t =90°时, 速度达到最小值; 在 t =0°(180°)时, 

速度达到最大值。 

在 57.27 10   rad/s, a=0.01 m/s, ( , )I Iu v   

(1,0) IV 和 VI=1 m/s 的情况下, 图 7 给出了在不同 S

对应的底边界层的剪应力大小(a)和相位(b)的分布情

况。从图中可以看出, 底边界层的剪应力随着高度的

减小而增大, 最大值约为 0.14 Pa; 在底边界层的相

同高度, 剪应力的大小和相位随着 S 的增加而减小, 

在底边界层的底部 , 相位约为–25°, 在底边界层的

顶部, 最大剪应力的相位约为 150°。 

4  讨论 

通过假定底边界层的涡黏性的三次多项式形式, 

在简化的N-S方程的基础上, 通过变量代换, 利用超

几何方程的性质, 求得了粗糙底边界层的速度的解

析解。并进一步得到了底边界层的其他的动力参数, 

如速度分布, 剪应力, Ekman传输, Ekman抽吸及近

底部的速度和剪应力, 并且在该涡黏性模式下得到

的近底部的速度非一般的对数形式。利用数值结果

分析 , 首先在不考虑地转的情况下 , 底边界层内的

总速度随着平均流的角频率的增加而增加, 而对于

底边界层顶部粗糙度的变化却不是很敏感。其次是

考虑地转的情况下 , 讨论了底边界层内的总速度 , 

亏损速度及其底剪应力的变化 , 由于地转因素 , 速
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度及其剪应力都有相位的变化。 

本文所假设的涡黏性模式, 从理论上丰富了底

边界层涡黏性的形式, 须进一步通过实验结果或观

测结果来验证该模式的正确性, 这也是我们下一步

要继续研究的内容。另外, 能否通过进一步修改, 找

到更接近观测结果的涡黏性形式, 需要通过更多的

实测资料来验证。 
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Abstract: The analytical solutions for the velocity distribution within the turbulent bottom boundary layer BBL are 

deduced by supposing an eddy viscosity of cubic polynomial form. Based on the simplified Navior-Stokes equations, 

the property of the hypergeometric function is used to this model. Moreover, other dynamic parameters of BBL are 

also obtained, such as the bottom shear stress, the Ekman transport, Ekman pumping and the velocity fields near the 

bottom. Thus the dynamic characteristics of well-mixed turbulent bottom boundary are discussed theoretically. 

Furthermore, numerical results show that the total velocity profile, Ekman velocity and shear stress are sensitive to 

the ratio of the tidal frequency and the Coriolis parameter, but are less influenced by the strength of capping in BBL. 

The mode will provide valuable information for how to select the eddy viscosity forms in the BBL theoretically and 

provide theoretical references for the dynamics in the BBL. 
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