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集合变换卡尔曼滤波数据同化方法中的协方差局地化 
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摘要: 在集合数据同化中, 协方差局地化(covariance localization, CL)方法的使用存在限制。集合转换

卡尔曼滤波(ensemble transform Kalman filter, ETKF)作为集合平方根滤波的变种方法, 是一种应用较

广、计算高效的数据同化方法。本文分析了 CL 方法应用于 ETKF 方法的困难, 从而改进 CL 方法使其

可以适用于 ETKF 方法。另外, 结合浅水方程, 利用 Askey 函数作为多元局地化函数, 提出了一种适用

于多元数值模型的 CL 方法。通过具体实验验证, 得到了较好的分析结果。 
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数据同化是通过对观测数据与预测值进行分析, 

寻找一个当前物理状态的 优估计值(分析值), 作

为数值预测模型初始条件的方法。作为连接数值模

式和观测数据的技术手段, 数据同化在海洋科学领

域得到了广泛关注。当前, 集合数据同化方法得以快

速发展, 已经成为业务化数值预测的一个可行选择。

集合卡尔曼滤波 (ensemble Kalman filter, EnKF)[1], 

可以将卡尔曼滤波应用到强非线性模型, 扩展了卡

尔曼滤波的适用性, 是数据同化领域的研究热点之

一。EnKF 中的预测误差协方差矩阵通过对预测集合

成员进行统计计算得到, 预测误差对于集合数据同

化方法而言至关重要。然而, 产生足够大的预测集合

的计算成本令人望而却步。当使用的集合数目过小

时 , 则不能在统计意义上充分表示模型的变化 , 从

而会引起欠采样(under-sampling)。通常, 欠采样会导

致滤波发散、预测误差协方差低估和虚假相关等负

面问题。由于这些问题的影响, EnKF 可能会产生一

个次优的分析结果。 

在进行数据同化时, 为了克服欠采样带来的负

面影响, 有关学者已经提出了很多解决方法。当前

基于集合的数据同化研究中, 著名的解决方法是

协方差膨胀(covariance inflation, CI)[2]、协方差局地

化 (covariance localization, CL)[3-4] 和局地化分析

(local analysis, LA)[5-6]。CI 方法通过一个膨胀因子

校正预测误差协方差的低估问题, 主要思想是通过

膨胀集合均值和集合成员之间的误差来增大预测

误差协方差。CI 方法用于分析过程之前, 具体表示

为:  f f f f
i ix r x x x   , 其中“”表示对于之

前状态值的替代 , r 是所谓的膨胀因子。尽管 CI 方

法克服了预测误差协方差的低估问题 , 但是协方

差膨胀因子 r 解决不了虚假相关问题。CL 方法在

预测误差协方差矩阵和局地化函数之间实施舒尔

积运算 [7], 通过截断预测误差协方差矩阵中预先

指定距离之外的误差相关性以解决虚假相关问题。

此外 , 舒尔积运算能够提高预测误差协方差矩阵

的秩 [8]。LA 方法以待更新状态变量为中心 , 建立

一个虚拟的局部窗口 , 得到该状态变量预测误差

协方差的局部近似值 , 在分析更新过程中 , 将局

部窗口外的集合扰动设定为零。例如 , 通常可以以

某个状态变量为中心 , 仅仅同化与其固定距离为

M 之内的观测数据 , 固定距离的长度决定了同化

过程中观测值的数量。显然 , 分别对状态变量进行

局部同化的特点使 LA 方法可以利用并行方法进行

快速计算。  
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当前, 越来越多的学者[9-11]关注的是 CL方法和

LA 方法。相比于 CL 方法, LA 方法是一种独立的方

法 , 它可以用于任何数据同化的框架 , 但是它的实

际同化效果并不如 CL 方法。Miyoshi 等[12]指出 LA

方法的同化效果和 CL 方法类似, 但是 LA 方法通常

会导致弱局地化影响。之后 , Janjić 等 [9]通过对

Lorenz96 模型进行实验发现: 如果观测误差方差小

于初始状态的预测误差方差, CL 方法将会导致比较

小的估计误差; 如果观测误差方差大于初始状态的

预测误差方差, CL 方法和 LA 方法有相同的局地化

影响。因此, 从之前的研究和实验可以得出, CL 方

法可能是相对较好的一个局地化方法。由于 CL 方

法中的舒尔积运算仅仅用于预测误差协方差矩阵 , 

而集合转换卡尔曼滤波(ensemble transform Kalman 

filter, ETKF)方法中的预测误差协方差矩阵并没有

显式计算 , 而是传递预测集合扰动矩阵 , 这导致

ETKF 方法中进行舒尔积运算的矩阵维度不一致 , 

所以 CL 方法不能用于 ETKF 方法[13]。Janjić 等[9]

的文章给出了 CL 方法不适用于 ETKF 方法的具体

讨论。 

为了克服 CL 方法不能用于 ETKF 方法的限制, 

在一元模型中, 通过对局地化函数的平方根矩阵和

预测集合扰动矩阵进行舒尔积运算, Petrie[14]提出了

一种用于 ETKF 方法的 CL 近似方法。对于矩阵维度

不一致的问题, 通过在预测集合扰动矩阵中添加 n-N

列零向量(n表示状态变量个数, N表示集合个数), 对

矩阵进行扩展来修正。然而, 韩培等[15]对此方法进行

探究, 表明这种近似的 CL 方法是一种弱近似并产生

了较差的同化效果。 

基于集合样本相关性和矩阵因式分解, 近几年

提出了动态计算局地化函数的方法, 使得 CL 方法

可以应用到 ETKF 方法中。Bishop 等[16]提出了一种

生成局地化函数的新方法, 该函数能够随真实误差

相关函数移动并且还适应真实误差相关函数的宽

度。但是此方法的计算代价比较大, 鉴于此, Bishop

等 [17]提出了一种新的协方差自适应局地化方法

(CALECO)的具体实施方案, 成功地将 CL 方法应用

到 ETKF 方法, 但是此方法仍然具有较高的计算复

杂度。基于上述的研究基础, Bishop 等[18]在 ETKF

方法中提出了较为可行的 CL 方法的实施方案, 并

命名为增益集合转换卡尔曼滤波(gain form of en-

semble transform Kalman filter, GETKF)。GETKF 中

使用的是 Gaspari 等[19]提出的基于距离相关的一个

局地裁剪函数作为局地化函数(GC 局地化函数), 此

方法解决了在一元数值预测模型中 CL 方法不能用

于 ETKF 方法的问题。 

当前, 由于 CL 方法的实现存在限制, 国内外对

于 CL 方法在 ETKF 等平方根滤波中的研究较少。本

文将基于 GETKF 方法进行研究, 提出一种局地化效

果较好的局地化方法, 并通过数值模拟实验比较本文

基于 GETKF 修改的方法与 GETKF 方法的同化效果。 

1  理论背景与方法改进 

Campbell 等[20]比较了 EnKF 方法中分别使用模

型空间 CL 方法和观测空间 CL 方法的同化效果, 认

为模型空间 CL 方法通常优于观测空间 CL 方法。因

此, 本文以下的研究基于模型空间 CL 方法。本节首

先介绍 GETKF 方法, 然后对该方法进行改进。 

1.1  增益集合转换卡尔曼滤波 

在 ETKF 方法中, 应用 CL 方法的难点在于预测

误差协方差矩阵并没有显式表示, 而是通过预测集

合扰动矩阵隐式表达, 因而在预测集合扰动矩阵和

局地化函数之间无法进行舒尔积运算, 当前主要的

目的是在预测集合扰动矩阵和局地化函数的平方根

矩阵中进行舒尔积运算来近似预测误差协方差矩阵

和局地化函数之间的舒尔积运算。假定预测集合扰

动矩阵表示为 
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预 测 误 差 协 方 差 矩 阵 为 fP , 则 有

 Tf f fP X X  。 

局地化函数的平方根矩阵表示为 W, 即 

   TT
1 2 1 2, , , , , ,L Lw w w w w wWW     ,  (2) 

其中, 平方根矩阵 W 通过对局地化函数进行特征值

分解得到, 并且按特征值大小降序排列, 取前 10个特

征值和特征向量对构成, 即 

  1/ 2

eigenvectors eigenvalue=W   .       (3) 

一般情况, CL 方法需要进行如下形式舒尔积运算,  

 .f fP P loc                (4) 

由于之前讨论的 ETKF 方法的局限性, GETKF

方法中采用了集合扩展技术定义一个 n× (N × L)维

度的矩阵 fZ ,  
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   1 1 1 2 1 1 2, , , , , , , , .N L L L Nw u w u w u w u w u w uf fZ W X                           (5) 

定义矩阵 fZ 表示局地化后的预测误差协方差

矩阵 fPloc 的平方根矩阵, 即 

 T= .f f f fP P Z Zloc          (6) 

Bishop 等[18]已经证明式(6)是成立的。因此成功地

在预测集合扰动矩阵 fX  实现了 CL 方法。现在使用
fZ 代替 fX  作为当前的预测集合扰动矩阵, 即局地化

后的预测误差协方差矩阵 fPloc 的平方根矩阵, 重新构造

集合扩展后的预测集合和预测误差协方差矩阵。 

令 M = N × L, 则扩展预测集合表示为 fV   

 1 2, , ,f f f
Mv v v , 其中每个列向量 f

kv 如下定义:  

1

1
,   1, 2, , ,

N
f f

j kk
j

v x M z k M
N 

         (7) 

其中, kz 表示矩阵 fZ 的第 k 列。很显然扩展预测集

合的均值与原始预测集合均值相同。扩展预测集合

误差协方差矩阵表示为:  

   T
1

1
.

M
f f f f
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i
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M
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  loc     (8) 

GETKF 方法的分析过程与标准的 ETKF 方法的

分析过程类似, 区别是 GETKF 方法使用扩展预测集

合  , 1,2, ,f
iv i M  以及扩展预测集合扰动矩阵 fZ

代替原始预测集合  , 1, 2, ,f
ix i N  和原始预测集合

扰动矩阵 fX  。 

定义标准化的预测-观测集合扰动矩阵 ˆ fY 如公

式(7)所示:  
1

2ˆ ,Rf fY Y


            (9) 

其中,  

             1/ 2
1 2= , , , ,f f ff f f

MM v v v v v vf fY HZ H H H H H H
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矩阵 H 表示观测算子。为了提高 ETKF 方法同

化的计算效率, 对标准化的预测-观测集合扰动矩阵

ˆ fY 进行奇异值分解:  
Tˆ ,fY U V              (12) 

其中, 矩阵 U和 V是正交矩阵, ˆ fY 的奇异值由矩阵

的对角元素给出。接下来, 分析误差协方差矩阵的

平方根矩阵(分析集合扰动矩阵) aZ 表示为,  

 
1

T T2 .Ia fZ Z U U


        (13) 

分析集合均值 av 和分析集合 aV 可以分别表示

如下:  

   
1

1T T 2 ,a f fv v I R y vfZ U V H
         (14) 

1 .a a aV v M ZM T           (15) 

其中,  T1 1,1, ,1M   表示一个元素全为 1 的 1× M 维的

行向量。很显然, 分析集合的维度是 n × M, 即当前产生

了 M 列扩展分析集合, 这是由于我们分析过程使用的预

测集合是通过集合扩展后得到的预测集合。但是预测过

程仅仅能够传递 N 列分析集合, 因此需要将分析集合的

个数 M 降到原始预测集合大小。GETKF 方法中通过构

造一个膨胀因子 α, 利用原始预测集合和扩展后的预测

集合之间的关系, 构造了 N 列分析集合,  
T

raw1 ,a a aX v X             (16) 

其中,  

     
11

1 TT T T 22
raw

ˆ1 1 ,aX N I SS I SS R Nf f f fX Z U U Y H X
  

        
  

            (17) 
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.   (18) 

这样 , 便得到了与原始预测集合大小一致的分

析集合 aX , 然后带入系统动力学模型进行下一时刻

预测即可。 

以上展示了 GETKF 方法的主要计算过程, 可

以看出此方法存在改进的空间: 首先, GETKF 方法

利用集合扩展技术在分析过程中产生 M 个集合

(N<M), 然后使用集合扩展之后的分析误差协方差

矩阵计算 N 个集合的方法较为复杂, 如何更加简便

地将 M个集合转换为 N个集合进行预测过程是值得

商榷的; 其次, GETKF 方法中计算扩展后的集合误

差协方差矩阵采用有偏形式, 本文对此做出了修改, 

采用无偏形式的矩阵进行计算; 此外, GETKF 方法

中使用的 GC 局地化函数是一个基于距离相关的局

地裁剪函数 , 该函数是一元局地化函数 , 所以扩展
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到多元模型存在限制; 后, 由于 GETKF 方法将

参数 L 固定为 10, 所以在系统状态变量个数较大的

情况下, 扩展后的预测集合扰动矩阵不能很好地表

示误差变化。可以看出 GETKF 方法确实存在的不

足之处, 对于 GETKF 方法的具体改进将在下一节

进行说明。 

1.2  增益集合转换卡尔曼滤波的改进  

基于 GETKF 方法, 本节从局地化函数平方根矩

阵的选取、预测误差协方差的无偏估计、随机子采

样方法和 GC局地化函数的限制 4个方面对原方法进

行改进, 以提高同化方法的效果。 

1.2.1  局地化函数平方根的选取 

对于公式 (3)中局地化函数平方根矩阵列数 L

的选取 , GETKF 方法按照特征值降序排列 , 取前

十个特征值和对应的特征向量构成平方根矩阵 W, 

即固定地取 L 为 10。很显然 , 在应对状态变量个

数 n 很大时 , 前 10 个特征值和特征向量不能完全

表示系统变量的误差变化 , 所以本文重新定义了 L

的选取 :  

   10% 10%= min 10, ,max 10, ,L E E        (19) 

其中, 10%E 表示前 10%的特征值的数量。即给定 L 的

范围, 通过进行多次数值实验选取 优的数值 L。 

1.2.2  预测误差协方差的无偏估计 

通常 , 我们假定卡尔曼滤波中的误差协方差矩

阵是无偏的。在统计学上, 通过对集合成员与集合均

值的偏差除以集合自由度(样本个数减一)来实现。但

是 GETKF 方法中的公式(5)~(7)采用的是有偏形式的

误差协方差矩阵 , 这导致误差的产生 , 造成对误差

协方差的低估 , 所以本文通过将公式 (5)~(7)中的

M 改为 1M  来修正协方差公式, 构造无偏形式

的误差协方差矩阵, 从而在进行分析时减少对同化

结果的影响。 

1.2.3  随机子采样方法 

由于扩展后的分析集合数量 M 大于原始预测集

合数量 N, 导致集合数量不能在预测模型中进行传

递。GETKF 方法中利用一个膨胀因子[式(12)]来克服

此问题, 该方法需要计算扩展后的分析误差协方差

矩阵以及原始预测误差协方差矩阵, 如果变量的个

数 n 很大, 计算难度大大增加。本文使用随机子采样

方法进行 N 列分析集合的选取, 计算简便。随机子

采样方法如下:  

1 1 ( , ),a aX v N a
N Z M N  T randn     (20) 

其中,  T1 1,1, ,1N   表示一个元素全为 1 的 1× N 维

的行向量。式中 randn(M, N)表示一个元素服从标准

正态分布的维度为 M × N 的随机矩阵, 能够将矩阵
aZ 随机地转换为一个维度为 n × N 的矩阵, 从而完

成对 N 列分析集合的选取。 

1.2.4  GC 局地化函数的限制 

GETKF 方法中使用 GC 函数作为局地化函数, 

但是 GC函数仅仅是一个一元变量的局地化函数, 多

元模型中不同变量之间的相关性应该是有区别的 , 

GC 函数并没有体现这一性质, 所以在多元模型中使

用 GETKF 方法存在限制。本文选用一个基于距离的

多元函数 Askey 函数[21]作为局地化函数, 当前此函

数已经用于 EnKF方法, 并且在多元模型中进行了实

验验证, 得到了较好的同化效果。利用 Askey 函数将

本文修改的方法扩展到多元模型变量中, 探究方法

在多元情况下的适用性。 

2  实验方案 

2.1  模型 

2.1.1  KS 模型 

KS 模型的表达式为,  
2 4

2 4
.

u u u u
u

t x x x

   
   

   
          (21) 

KS 模型是一个一元无量纲的非线性偏微分方

程模型 , 方程中二阶项和四阶项会增加模型的复

杂性并导致混沌行为。在本文中 , KS 模型的偏微分

方程通过一个指数时间的四阶龙格库塔数值格式

进行离散 , 时间步为 Δt = 0.25, 终止时间 T 为

250。  

2.1.2  浅水模型 

浅水模型作为一个多元模型 , 在当前的数据同

化研究中广泛使用。其忽略摩擦效应、科氏力以及

非线性项的方程表示为:  

,
h u v

t x y

  
  

  
            (22) 
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其中, u 和 v 分别表示水平和垂直速度, 水面高度由 h

表示, g 为取值为 9.8 m/s2 的重力加速度。模型区域

选择矩形区域    0, 0,L L , L 取 2 200 km。浅水模型

的偏微分方程组使用 Lax-Wendroff 有限差分方法计

算, 时间步为 Δt = 0.01, 终止时间 T 为 8。 

2.2  局地化函数 
对于 KS 方程等一元模型, 我们可以使用 GC 函

数作为 CL 方法中的局地化函数, 其表达式如下:  

2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 5 1 1
1 ,0

3 8 2 4

= .2 5 5 1 1
4 5 , 2

3 3 8 2 12

0, 2

z z z z
z c

c c c c

z z z z z z
c z c

c c c c c c

c z

 

                   
        

            

                 
            



≤ ≤

≤ ≤

≤

          (25) 

式中 , z 表示网格点之间或网格点与观测点之间的

距离。由于本文使用模型空间 CL 方法 , 所以 z 表

示物理空间中网格点之间的距离。局地化长度尺度

c 定义为 10 / 3c r , r 为局地化半径 , 是一个可选

参数。注意 , 因子 10 / 3 可以调整局地化函数达到

优 [22]。  

相反, 多元模型中使用 Askey 函数的一个多元

扩展[21]作为局地化函数  , 形式为,  

   
1

1

,

1, 1 1 ,     <c    , 1,2, ,
; , = ,

0,     

ijv u
v

ij
i j

z
c B u v z i j m

z v c c

z c



 


        
  



，

≥

          (26) 

其中, m 表示不同的状态变量的总数。例如本文使用

的浅水方程中 m 取 3, 则 Askey 函数表示为:  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

  
  
  

 
   
 
 

 ,         (27) 

即  的每个元素 ij 对应于第 i 个变量和第 j 个

变量的局地化函数矩阵。由于多元模型引入了一些

不同变量之间的联系, 增加了数据同化的复杂度与

计算量, 因此多元局地化函数的构造需要考虑这些

不同变量之间的联系以及联系的强弱。uij 表示第 i

个和第 j 个变量之间的局地化影响参数,  

  2,    0,   1, ,ij i j iu u u u i m     ,    (28) 

Askey 函数中的参数 z 和 c 与 GC 函数中定义相

同, 分别表示网格点之间的距离和局地化长度尺度。

B 是一个 Beta 函数, s 表示状态变量所在的欧式空间

的维度, 而且要满足条件 v≥(s + 1)/2。 

2.3  实验设计 

本文中假定数值模型完美, 忽略模型误差。真实

值轨迹 tx 可以通过已知的初始条件向前演化得到 , 

上标 t 表示真实值。观测值 y 通过使用真实值 tx 和预

先给定的观测误差协方差矩阵 R给出,  

 ,   ~ 0,ty x v v N RH          (29) 

其中, 矩阵 H 是观测算子, 将真实状态变量映射到

观测空间。假定观测误差之间不相关, 则矩阵 R 为

对角观测误差协方差矩阵, 且对角元素取值为 1。初

始集合通过对真实值 tx 添加 N 次随机误差构造。详

细的实验参数设置如下。 

KS 模型具有一维周期性 , 设定状态向量 u 的

维度 n 为 256, 初始真实值可以通过定义在周期域

0≤x≤32π 上的函数 cos 1 sin
16 16

x x
u

             
给出。

实验中分别取集合数 N 为 5 或 N 为 10, 观测数 p

是 256 或 p 是 235。数值实验的观测频率(同化间

隔)不同 , 假定每 5 或 10 个时间步长存在可用的观

测值。  

对于多元浅水模型 , 假定模型定义在矩形网格

区域, 每个网格点定义 3 个变量: 水面高度 h, 水平

速度 u 和垂直速度 v。假定水平速度 u 和垂直速度 v

的初始真实状态为零, 即 u = v = 0, 水面高度 h 的初

始真实状态由如下方式构造,  

2 2 ,h x y              (30) 

 sin ,h h h             (31) 

 max ,0 .h h              (32) 

类似于 KS 模型中的参数设置, 在浅水方程中, 

集合数分别取 N 是 5 或 N 是 10, 观测数 p 为 300 或

p 为 240, 每 5 或 10 个时间步长存在可用的观测值。

表 1 中给出了上述具体实验参数的配置, 分别在两
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个模型中进行 8 组不同的实验, 其中对于 KS 方程全

观测 p 为 256, 部分观测 p 为 235; 对于浅水模型全

观测 p 为 300, 部分观测 p 是 240。 

 
表 1  不同实验条件的参数 
Tab. 1  Parameters for different experimental conditions 

实验编号 集合数(N) 观测数(p) 同化间隔 

1 5 全观测 5 

2 5 部分观测 5 

3 5 全观测 10 

4 5 部分观测 10 

5 10 全观测 5 

6 10 部分观测 5 

7 10 全观测 10 

8 10 部分观测 10 

 

3 实验结果与分析 

首先, 分析 GETKF 方法和本文修改的方法(简

称 GCL 方法)在一元 KS 模型中的实验结果。为了研

究两种方法对预测误差协方差矩阵 fP 的影响, 以实

验 1 为例, 取前两个同化时刻(存在观测数据的时刻), 

比较同化过程中两种方法对于预测误差协方差矩阵
fP 的影响。在图 1 至图 4 的每一幅图中, 从左到右, 

从上到下, 依次展示了 GC 局地化函数、预测误差协

方差矩阵、局地化函数和预测误差协方差矩阵做舒

尔积运算得到的矩阵、使用局地化函数平方根矩阵

与预测集合扰动矩阵做舒尔积运算得到的预测误差

协方差矩阵。 

 

图 1  实验 1 中, 第一个同化时刻 GCL 对预测误差协方差

矩阵的影响 

Fig. 1  Effect of GCL on the forecast error covariance ma-
trix at the first assimilation time in experiment 1 

 

图 2  实验 1 中, 第二个同化时刻 GCL 对预测误差协方差

矩阵的影响 

Fig. 2  Effect of GCL on the forecast error covariance ma-
trix at the second assimilation time in experiment 1 

 

图 3  实验 1 中, 第一个同化时刻 GETKF 对预测误差协方

差矩阵的影响 

Fig. 3  Effect of GETKF on the forecast error covariance 
matrix at the first assimilation time in experiment 1 

 

图 4  实验 1 中, 第二个同化时刻 GETKF 对预测误差协方

差矩阵的影响 

Fig. 4  Effect of GETKF on the forecast error covariance ma-
trix at the second assimilation time in experiment 1 
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由于 KS 模型具有一维周期性, 所以 GC 局地化

函数  是一个对称矩阵, 且仅在主对角线附近和矩

阵边缘存在较强的相关性。很显然, 对于 GETKF 和

GCL 这两种方法, 图 1 至图 4 中的第 4 幅子图均显

示了使用局地化函数之后协方差矩阵远距离的伪相

关得到消除, 并且和第 3 幅子图相比效果类似, 说明

两种方法对于虚假相关性的消除是有效果的。但是, 

比较图 2 和图 4, 可以看出第 2 个时刻两种方法的局

地化效果是存在偏差的(图例中数值区间不同), 这

可能是源于两种方法的具体实施不同。但是总体上

两者对于处理伪相关的效果较好, 即截断距离以外

的相关性被消除, 邻近状态变量和边界上的相关性

得到了保留。 

以实验 3 和实验 7 为例, 分别对 GETKF 方法和

GCL 两种方法的同化效果进行评估。如图 5 和图 6

中不同方法的曲线轨迹所示, 大体上可以看出相比

于 GETKF 方法的同化效果, 本文修改的 GCL 方法

更加接近于真实值的轨迹曲线, 并且减少了滤波发

散的发生 , 展示了良好的同化效果 , 说明在一元数

值预测模型下, GCL 方法的局地化效果优于 GETKF

方法。 

 

图 5  实验 3, KS 模型第一个变量的同化效果 

Fig. 5  Comparison of the assimilation effect of the first va-
riable of the KS model in experiment 3 

 

图 6  实验 7 中, KS 模型第一个变量的同化效果 

Fig. 6  Comparison of the assimilation effect of the first va-
riable of the KS model in experiment 7 

 

均方根误差(root mean square error, RMSE)可以

量化不同局地化方法的效果, 直观表示不同方法的

优劣程度。模型状态变量的整体均方根误差表示为,  

 2

1 1

1
RMSE

n l
a t
ij ij

j i

x x
l 

 
  
 
 

         (33) 

其中, l 表示同化时间的长度, a
ijx 表示第 i 个时刻第 j

个变量的分析值, t
ijx 表示第 i 个时刻第 j 个变量的真

实值。此外, 由预测集合通过统计意义计算得到预测

误差协方差矩阵的秩至多为 N1, 该矩阵是一个低

秩的矩阵 , 这在传递误差时易造成矩阵的病态 , 因

此需要提升矩阵的秩。理论上 CL 方法对于矩阵秩的

提升是有效果的, 但是由于 CL 方法应用于 ETKF 方

法的局限性 , 使得效果大打折扣 , 所以除了计算同

化过程中的 RMSE 外, 也会对比 GETKF 和 GCL 方

法使用前后预测误差协方差矩阵秩的变化。具体如

表 2 所示, 首先, 两种方法的预测误差协方差矩阵的

秩与不使用局地化方法相比, 显然均有了提高。GCL

方法对于矩阵秩的提高更为明显。其次, GCL 方法的

RMSE 明显小于 GETKF 方法的 RMSE(实验 6 有偏

差), 说明在一元模型中, GCL 方法的同化效果要优

于 GETKF 方法的同化效果。 

 
表 2  KS 模型中不同实验条件下 RMSE 和矩阵秩的对比 
Tab. 2  Comparison of the RMSE and matrix rank under different experimental conditions in the KS model 

编号 RMSE(无 CL) RMSE(GETKF) RMSE(GCL) 秩(无 CL) 秩(GETKF) 秩(GCL) 

1 424.35 308.53 93.21 4 40 100 

2 422.03 366.54 112.53 4 40 60 

3 411.02 366.13 116.78 4 40 100 

4 409.91 350.85 133.00 4 40 100 

5 406.93 363.58 116.37 9 90 184 
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续表 

编号 RMSE(无 CL) RMSE(GETKF) RMSE(GCL) 秩(无 CL) 秩(GETKF) 秩(GCL) 

6 387.79 35.59 126.93 9 90 176 

7 412.54 336.49 148.92 9 90 182 

8 387.97 320.72 157.46 9 90 189 

 
表 3 中展示了主流的数据同化方法(EnKF)的

RMSE, 采用实验 1 中的观测数和同化间隔, 同时使

用变化的集合数进行数值实验。EnKF 方法在集合数

N 是 5 的情况下, RMSE 的数值远远大于 GCL 方法

(实验 1), 随着集合数 N 增大到 100, RMSE 的数值在

降低, 与 GCL 方法(实验 1)的 RMSE 相当, 但是程序

的运行时间也在不断增加。当集合数为 N 取 200 时, 

EnKF 方法的 RMSE 数值低于 GCL 方法(实验 1), 表

现出了良好的数据同化效果, 但是程序运行时间是

GCL 方法使用集合数 N 为 5 时的数倍(实验 1 条件下, 

GCL 方法运行时间为 4.83 s)。EnKF 通过使用大集合

数, 牺牲程序计算时间来获取低 RMSE, 并不是一种

很好的处理方式, 并且在真实的数据同化方法应用

中, 选取超过 100 个集合是不合适的。上述实验结果

表明两种数据同化方法各有优劣, 但是可以看出在

集合数较小的情况下, 选择 GCL 方法进行数据同化

的效果较好。 
 

表 3  KS 模型中 EnKF 方法的 RMSE 
Tab. 3  RMSE of the EnKF method in the KS model 

集合数(N) RMSE 运行时间/s 

5 417.23 6.01 

10 429.88 8.15 

30 399.54 15.79 

50 380.61 23.76 

70 346.17 31.93 

100 165.90 44.97 

200 56.33 85.30 

 

后, 我们将本文提出的 GCL 方法中的 GC 函

数替换为 Askey 函数, 扩展方法的适用范围, 在多元

浅水模型中检验该方法。表 4 展示了在不同实验条

件下, GCL 方法与未使用局地化方法的 RMSE 以及

预测误差协方差矩阵的秩的对比。类似于一元数值

模型中的实验结果, 使用 GCL 方法后的预测误差协

方差矩阵的秩与未使用局地化方法相比, 有了明显

的提升, 保证了误差矩阵传递的可靠性, 从而 GCL

方法的 RMSE 与未使用局地化方法相比也有了明显

的降低, 说明利用 Askey 函数将 GCL 方法扩展到多

元模型是成功的, 克服了 GETKF 方法只能用于一元

模型的局限性。 

 
表 4  浅水模型中不同实验条件下RMSE和矩阵秩的对比 
Tab. 4  Comparison of the RMSE and matrix rank under 

different experimental conditions in the shallow 
water model 

编号 RMSE(无 CL) RMSE(GCL) 秩(无 CL) 秩(GCL)

1 151.29 132.18 4 60 

2 151.73 129.33 4 60 

3 152.30 128.62 4 60 

4 151.91 130.86 4 120 

5 108.13 78.81 9 270 

6 108.12 87.80 9 270 

7 108.88 76.69 9 225 

8 108.36 77.55 9 180 

 

4  结论 

为解决基于集合的卡尔曼滤波中集合数目过少

导致的欠采样问题, 以及 CL 方法对于 ETKF 等平方

根卡尔曼滤波方法的不适用, 本文对 GETKF 方法进

行了改进, 提出 GCL 方法, 并与 GETKF 方法在相同

实验条件下进行了实验对比。结果表明, GCL 方法改

善了在一元模型情况中的同化效果, 明显提高了预

测误差协方差矩阵的秩, 降低了分析值的均方根误

差。此外, 利用一个 Askey 函数实现局地化方法在多

元模型中的扩展, 使得提出的 GCL 方法可以用于多

元模型中, 克服当前多元模型中局地化方法的欠缺。

总体来说, 虽然 GCL 方法在处理欠采样问题以及对

于多元模型局地化具有一定的效果, 但是 GCL 方法

应用到多元模型时, 为设计多元变量之间的相互作

用关系及相关性, Askey 函数需要预先指定的参数较

多。在下一步的研究中应找到合适的参数确定依据, 

使得提出的新方法具有更广泛的适用性。 
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Abstract: In ensemble data assimilation, the use of covariance localization (CL) methods is limited. The ensemble 

transform Kalman filter (ETKF), a variant of ensemble square root filters, is a widely used and computationally 

efficient data assimilation method. This article theoretically analyzes the difficulties of applying CL to the ETKF 

method and improves CL to make it more applicable to the ETKF method. Moreover, combined with a shallow wa-

ter equation, a CL method suitable for the multivariate numerical model is proposed using the Askey function as the 

multivariate local function. Through specific experimental verification, good analysis results are obtained. 
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