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线性稳定性分析方法在海洋小尺度不稳定研究中的应用 
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摘要: 海洋水文动力廓线中包含小尺度不稳定特征, 但一般难以直接量化与表征。线性稳定性分析

(linear stability analysis, LSA )作为一种经典方法, 可揭示小尺度不稳定性的基本特征。本文介绍了小尺

度线性稳定性分析方法的构建方法, 讨论了可能影响其分析结果的因素, 利用赤道太平洋 142°E 处的

廓线数据, 展示了该方法的应用过程及该位置的不稳定性质, 如层结、剪切、生长率、临界深度等。

结果表明, 线性稳定性分析方法在海洋小尺度不稳定过程研究中具有较好的适用性和指导性。 
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线性稳定性分析(linear stability analysis, LSA)方
法被广泛应用于大气与海洋研究中, 如航空动力学、

机械工程力学及大气科学等。本文主要探讨线性稳定

性分析方法在海洋, 尤其是小尺度不稳定过程研究中

的应用。在层化海洋中, 上下层水体之间由于流速不

同会产生强烈的剪切[1]。同时, 当存在近惯性内波[2-3]、

内潮[4-7]、高频内孤立波[8]等波动时, 水体会发生不稳

定过程, 从而产生湍流及垂直混合。影响海洋表层至

次表层温度、盐度等水文变量及叶绿素等生化变量

的分布。不稳定过程导致的跨等密度面湍流混合可

能还会影响厄尔尼诺和南方涛动(El Niño-Southern 
Oscillation, ENSO)以及全球气候的发展[9-10]。因此, 有
关不稳定的研究是物理海洋研究中的热点问题之一。

不稳定过程在海洋中普遍存在, 与其相关的不稳定特

征可以由观测得到。但这对观测能力的要求极高, 尤
其是当需要较大规模和较长时间的数据时, 直接观测

总显得力有不逮。因此, 人们提出利用当前常规水文

观测来研究不稳定过程, 线性稳定性分析方法发挥了

显著的作用。 
以 Taylor-Goldstein 方程(T-G 方程)为理论基础, 

将其转换为一个矩阵特征值问题后进行计算, 从而

实现对观测流体的线性稳定性分析, 此举成功地将

理论应用到了实际当中。通过 LSA 方法, Moum 等[11]

假定不稳定模态与所测内孤立波的水平尺度相比较

短, 对俄勒冈大陆架的内孤立波结构进行了详细观

测, 发现这些波的界面会随着不稳定过程发生破裂, 

并解释了湍流的结构与生成过程。在 Moum 等[11]方

法的基础上, Li等[12]和 Liu等[13]考虑到小尺度湍流的

影响, 对 T-G方程进行了改进, 分别增加了水平与垂

直涡流黏度和扩散系数项。刘志宇[14]应用此方法研

究了黄海与 Clyde 海两个典型高潮能驱动陆架海(强
潮驱陆架海)中的湍流与混合特征并探讨了其发生机

理。Sun[15]通过 LSA方法,  研究了 1991年 0°N, 140°W
处 21 天连续观测中, 层化剪切不稳定对赤道混合层

下湍流循环(深循环)的影响。Smyth 等[16]用此法分析

了 2008 年冬 0°N, 140°W 处剪切不稳定的昼夜变化

及其导致的混合的昼夜变化(通常 2-3 h)现象, 发现

了混合昼夜变化的不对称性。Liu 等[17]也通过此法对

赤道太平洋冷舌区的温跃层内的不稳定进行了研究, 
发现不稳定现象不仅发生在温跃层上部, 还可以深

达温跃层中心甚至温跃层以下 , 在热带不稳定波

(Tropical instability waves, TIWs)和拉尼娜(La Niña)
存在的条件下因具有更强的剪切不稳定而发生得更
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为频繁, 深度也较平时更深, 产生强混合。最近, Liu
等 [18]发现障碍层中也存在强的剪切与混合, 同样在

拉尼娜年发生得更为频繁。本研究中, 我们将以热带

太平洋赤道 142°E 进行的垂直剖面观测资料为例 , 
介绍 LSA 方法的具体应用并分析其结果。 

1  LSA 方法的应用 
1.1  特征值问题的转换 

已知 T-G 方程如下(详细推导见附录)。 
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其中, N 为浮力频率, U 为平均流, k 为波数, w 为垂向

流速, c 为相速度。 
现将其转换为矩阵特征值问题。在实际观测下, 

N2 和 U 是可以提供的, k 可以假设, 那么则提供了一

个以 c 或 ω 为特征值, 以 w 为特征函数的特征值问

题。这个方程与典型的特征值问题方程不同, 我们可

以进一步处理如下。 
实际海洋中的流体在垂直方向上往往不是平行

流。假设存在某一平行流, 且符合 Boussinesq 近似, 
即低速流动中忽略压强, 只考虑密度变化受温度变

化影响。 
U=U(z),                (2) 
N=N(z).                (3) 

假设不稳定是二维的, 即它们不在 y 方向上变化, 
仅在 x 和 z 方向上变化。由基本方程组(附录 A10-A12)

结合不可压缩流体连续性方程 0u w
x z

∂ ∂+ =
∂ ∂

推导得到平

行层化剪切流的二维线性扰动方程组如下:  
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2ψ ξ∇ = .               (6) 
其中, u= zψ− , w= xψ , ξ(x, z, t)为涡度, ψ(x, z, t)为相

应的流函数, b=–ρg/ρ0(b 为浮力; ρ0 为密度特征值, 是
一个常数)。 

因为只考虑了 x 和 z 方向的变化, 故可以引入水

平波数 k 和相速度 c 将其扩展为常规模态, 即 

( ) ( ) ( )ˆ, , ik x ctx z t z eψ ψ −= ,          (7) 

( ) ( ) ( )ˆ, , ik x ctb x z t b z e −= .           (8) 

其中, ψ̂ 和 b̂ 是结构函数。通过如上变换可以将其转

换为一个等价于 T-G 方程的矩阵特征值问题, 即 
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如果给定了 U 和 N 剖面(也就是我们能够获得的

某站点的流体垂向剖面), 那么此特征值问题可进行

数值求解。其中, 扰动的相速度 c 为特征值, c=cr+ici, 

其可能是复数, 
ˆ

b̂

ξ 
  
 

是特征向量。 

当 c 为复数, 且 ci > 0 时, kci 代表扰动模态的生

长率(ci < 0 时, 模态衰减, 不构成不稳定模态), 此时

ψ(x, z, t)可呈指数增长, 意味着扰动呈指数剧烈发展, 
则会发生不稳定。不稳定发生的位置为临界层深度, 
此时流速 U(z)与相速度 cr 相等。 

当海洋背景状态同时满足多种不稳定条件时 , 
可能会产生多个不稳定模态。这些不稳定模态往往

以其临界层深度归为显著不同的几类, 每一类成为

一个模态族[15-16]。一个观测得到的流剖面可能含有

若干个模态族。在每个模态族中, 又可选出具有最大

生长率的不稳定模态, 来代表该不稳定模态族的不

稳定模态。确定潜在的不稳定模态需要采取一定的

标准[16], 包括“截止深度”标准、“截止不稳定生长率”
标准、“截止波长”标准、理查森数(Richardson, Ri)标
准、临界层深度标准等。 

截止深度标准。该标准应排除距观测剖面的上

下边界一定距离内的模态, 因为由于边界条件的设

置, 及数据在边界附近的外推等因素会导致潜在虚

假模态。有敏感性研究表明, 在边界附近获得到的不

稳定模态的位置可能会偏离其真实位置[19]。 
截止不稳定生长率标准。应该保证不稳定的成

长率大于观测数据的时间分辨率。 
截止波长标准。该标准取决于数据的垂向采样

间隔。无黏, 非扩散, 层化剪切层的不稳定性通常具

有约为剪切层厚度 2π 倍的波长[16, 20-21]。因此, 可以

根据波长来剔除一些虚假模态。任何模态族都必须

包括至少一个波长大于最快生长模态的解析模态和

至少一个波长小于最快生长模态的解析模态, 否则

该模态族可被排除掉。 
理查德森(Ri)数标准。Ri 定义为浮力频率平方与剪

切平方的比值, 即 Ri=N2/S2, 其中
2 2

2 u vS
z z

∂ ∂   = +   ∂ ∂   
。

作为发生不稳定的一个判据, 剖面的最小 Ri 应该小于

Miles-Howard 临界值 0.25。此外, 在潜在不稳定模态
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的临界层深度附近(±1/14 波长), 最小 Ri 也要求小于

0.25, 这是基于典型的 Kelvin-Helmholtz 不稳定的性质

确定的[22]。 
临界层深度标准。内插或外推得到的速度剖面

仍旧是离散的, 所以它可能无法保证满足临界层深

度的定义: U(z)−cr =0。一般可以取∣U(z)−cr∣≤某一

给定值, 如 0.01。在此标准下, 可能存在不止一个满

足上述标准的临界层。这些临界层可以全部保留下

来, 进一步分析。 

1.2  其他有关 LSA 的影响因素 
1.2.1  上下边界条件 

为了尽可能合理地刻画边界层对研究的影响 , 
前人分析研究了多种上下边界条件。其中, “刚盖”近
似是一种较为经典的海表边界条件, 即在海表处要

求垂直速度 W(0)=0。它包含了压力变化, 同时去除

了海表惯性重力波, 排除了海表高度变化的动力学

影响。在 Liu 等[17]有关赤道太平洋冷舌区温跃层混

合的研究中, 上边界和下边界均设定垂直速度为 0。 
除了“刚盖”近似外 , 还有辐射边界条件应用也

较为广泛。比如, Hazel[21]曾分别在上边界和下边界

处施加了如下辐射边界条件:  
2 2

2 2 0u w
y y

∂ ∂= =
∂ ∂

, 

0ρ T
y y

∂ ∂= =
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, 

0p
y

∂ =
∂

.               (10) 

它们代表了在没有固壁的情况下的远场条件 , 
且在东西方向上呈周期变化。Sun[15]等应用“刚盖”近
似条件将海表扰动的垂向速度设为 0, 只在下边界约

200 m 深度处施加过辐射边界条件。Smyth[23]等用上

下辐射边界条件对非对称层化急流进行了稳定性分

析和数值模拟, 研究了该体系中失稳和重力波辐射

的一些基本性质。 
值得一提的是 , 在不同边界条件中 , 不稳定的

临界值标准依旧适用。例如, Miles[24]和 Howard[25]证

明 , 在固壁边界条件下 , 如果 Ri 处处大于临界值

0.25, 则流体对于小振幅扰动是稳定的。在辐射边界

条件下, Miles-Howard 理论依旧适用, 即某一深度上, 
Ri 小于 0.25 是剪切不稳定发生的必要条件。 
2.2.2  混合对 LSA 的影响 

混合中的涡流黏度效应与扩散效应等也在 LSA

方法中也扮演着重要角色。比如, Smyth[16]等在湍流

昼夜变化研究中发现, 在夜晚、湍流最强的时刻, 涡
流黏性项会阻碍不稳定的产生。在不同条件下, 涡流

黏度的影响会很微妙, 它可能还会引起层化剪切流

的不稳定。Li[12]等考虑了涡流黏性与扩散项对于

LSA 方法的影响, 将涡流黏性系数 A 与扩散系数 Z
的比值定义为普朗特数 Pr, 并分了三种情况进行讨

论。结果表明, 只有在弱的湍流混合效应且 Ri 接近

0.25 时, 湍流黏性项与扩散项对于剪切不稳定的影

响才会与经典的 Thorpe[26]理论基本相符。一旦 Ri 偏
离 0.25, 湍流的垂直结构会导致结果出现差异。将

Ri 降低到远低于其临界值 0.25 的水平, 可以改变甚

至逆转涡流黏度和扩散项的影响。 

2  小尺度不稳定分析 
2.1  数据处理 

本研究使用了赤道太平洋 142°E 处垂直剖面观

测数据。所选剖面的观测时间为 2017 年 12 月 16 日

17 时。观测变量包括由下放式声学多普勒流速剖面

仪(Lowered acoustic doppler current profiler, LADCP)
观测的流速数据及由温盐深测量仪 (Conductivity- 
temperature-depth system, CTD)观测的温度(T)、盐度

(S)和深度数据。其垂直分辨率分别为 1 m 和 10 m。

对上述数据进行样条插值, 统一到 1 m 间隔格点上。

其中, CTD 数据表层至 5 m、LADCP 数据表层至 10 m
为外推。 

我们将流矢量依次投影到 0°~180°不同的 α方向

分别构建特征值问题, 从而得出不同波数方向 α 上

的不稳定特征。这里方向 0°代表正东, 90°代表正北; 
因-180°~0°与 0°~180°对称, 故不需重复计算。 

为减少计算量, 可以取一定度数为间隔。当确定

波数方向 α 后, 可得到该方向上的平行流垂向剖面, 
结合密度剖面, 则可计算出该波数方向上的不稳定

模态的基本特征, 如不稳定成长率大小、波数大小及

其临界层深度。 

2.2  结果分析 
2.2.1  剖面性质 

图 1(a)为该剖面的流速分布, 黑线和蓝线分别

代表纬向(u)、经向(v)速度分量。u 分量东向最大值

为 0.74 ms–1, 位于–14 m, 西向最大值为 0.23 ms–1, 
位于–141 m; v 北向分量最大值为 0.16 ms–1, 位于

–101 m, 南向最大值为 0.70 ms–1, 位于表层(插值
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得)。图 1(b)为位温(黑线)和盐度(蓝线)剖面。由图可

见, 上 300 m 盐度变化不大, 位温随深度增加而逐渐

降低。相应地, 图 1(c)为位势密度, 随着深度增加而

增加。图 1(d)为浮力频率的平方, 表征流体的层结变

化。上层层结较弱, 95-100 m 和 140 m 左右层结最强, 
利于水体趋于稳定。 

 

图 1  剖面基本性质 
Fig. 1  Basic properties of section 

 
图 2(a)和 2(b)为流体剪切的平方, 蓝色阴影分别

代表剪切的纬向分量 Uz
2 和经向分量 Vz

2, 黑色实线为

总剪切的平方。可看出, 纬向剪切分量占据主导地位。

剪切的极大值出现在 46 m、90 m 和 146 m 附近, 且主

要由纬向剪切分量贡献。 
图 2(c)为 Ri–1, 蓝色虚线为阈值 0.25。由图可见, 

5 个区域存在 Ri 低于 0.25 的现象: 分布在 10 m、

19~23 m、42~49 m、85 m 左右和 175 m 左右。在表

层, Ri 趋近于 0, 剪切非常强, 意味着存在很强的不

稳定过程。然而, 不稳定过程受边界临近效应调制[21], 
故我们不考虑边界处, 认为 50 m、85 m、175 m 这

3 个深度附近是不稳定存在的主要位置。 

 

图 2  剖面不稳定性质 
Fig. 2  Unstable properties of section 

 
2.2.2  线性分析结果 

在本例的线性分析中 , 我们将截止深度设置为

300 m, 截止不稳定生长率取 1 h-1, 波长取 5: 5: 200 m、

210: 10: 400 m、420: 25: 1 000 m、1030: 50: 2 000 m、

2 050: 100: 5 000 m, 临界层深度标准取∣U(z) –cr∣≤ 

0.015。实测流方向 α 取 0°~180°(0°代表正东), 以 15°
为间隔, 依次计算。 

剖面的生长率和临界深度随经向、纬向波长分

布如图 3 所示。为了更直观地展示不稳定生长率与临

界深度的对应关系, 我们将经向波长截取–6 000 m
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至 6 000 m。纬向波长截取 0 至 220 m, 与–220 m 至

0 m 关于(0 m, 0 m)呈中心对称结构, 因此–220 m 至

0 m 未画出。选取第 3 组来展示生长率和临界深度计

算结果。由图 3(a)可见, 该剖面存在多个不稳定模态

族, 且每个族存在一个最快生长模态, 分别对应不稳

定生长率的各个极值点, 主要位于纬、经向波长(10, 
–2 050)m、(45, –770)m、(50, –370)m、(50, –1 000)m、

(75, –150)m 处等。 

 

图 3  生长率和临界深度分布图 
Fig. 3  The distribution of growth rate and critical depths 

 
图 3(b)为相应的临界深度。值得注意的是, 不同

极值点或许对应同一临界深度。由图可见, 极值点对

应的临界深度大致在 50 m 左右、80 m 左右以及 150 ~ 
200 m 范围内, 此时不稳定的生长率为最大值。最快

生长模态在较长的时间内会占据主导地位, 而在现

实海洋中, 扰动会在有限时间内增长, 所以除最快生

长模态外的模态也会有显著的振幅。因此, 每个模态

族都有可能生成一个波包(wave packet)。从图 3 不稳

定生长率分布图也可看出被俯视投影出的三维波包。 
为了更直观地得到不稳定生长率和临界深度分

布特征, 我们分别将最快生长模态和所有模态的生

长率与临界深度用直方图进行统计, 如图 4 所示。不

考虑上边界, 我们可以得到 3 个明显的不稳定发生

的临界深度, 分别为 47 m、84 m 和 174 m。同时, 这
些深度与 Ri 判定出的不稳定发生深度(~50 m、~85 m
和~175 m)对应良好。 

此外 , 除了上述剖面性质 , 我们也使用相同的

LSA 方法分析了其他剖面的不稳定特征。研究发现, 
在其他剖面上, 不稳定发生的临界深度与 Ri 判定标

准所得深度也具有良好的对应关系。例如, 在 2017
年 12 月 15 日 21 时, 如图 5(a)和图 5(b)所示, 通过剖

面的 Ri 分布可以看出, 不稳定集中发生在 30 m 附近

和 60~70 m 深度范围内, 并且这些深度与 LSA 方法

计算所得不稳定发生的临界深度相一致。 
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图 4  生长率和临界深度统计图 
Fig. 4  The statistics of growth rate and critical depths 

 

图 5  Ri 分布及临界深度统计图 
Fig. 5  The distribution of Ri and statistics of critical depths 

 
图 5(c)和图 5(d)分别为 2017 年 12 月 17 日 23

时 Ri 及临界深度的分布, 通过 LSA 方法计算得到的

不稳定过程主要分布在 20~30 m、40-50 m 以及 80 m
附近, 与 Ri 小于临界值 0.25 所对应深度相一致。 

因此, 通过 LSA 方法, 我们可以得到流体某一

剖面(也可进一步延伸分析多个剖面)的不稳定性质, 
如层结、剪切、生长率、临界深度等。这为我们下

一步深入研究不稳定过程发生机制等奠定了基础。 
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4  总结与展望 
至此, 我们系统地介绍与总结了 LSA 方法的产

生背景、具体实现过程、其可能存在的影响因素及

相关应用, 并通过剖面举例, 阐述了 LSA 方法在实际

海洋中的具体应用过程, 首次给出了赤道 142°E 处

观测数据中流体的不稳定特征。作为经典的、较为

常见的稳定性分析手段, LSA 方法对今后海洋动力

过程研究具有极高的参考价值, 可以得到广泛适用。

比如, 通过 LSA 方法可以找到海洋中小尺度不稳定

过程 , 而这些不稳定过程可能使水体失稳 , 进一步

引起湍流混合, 实现物质、能量的再分配。同时, 不
稳定过程带来的混合效应甚至可能影响更大尺度的

海洋-大气动力循环。 
在今后的研究中, 我们将通过对 LSA 方法中的

经验参数和相关变量进行更为精确的参数化调整。

同时, 适当考虑边界条件及混合效应等对 LSA 方法

的影响, 对其进一步修正和完善, 得到更加完整、准

确的 LSA 方法并将其投入到研究应用中, 从而确定

哪些剖面可以更广泛且有效地表征被研究水体的具

体特征及相关性质。 
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Abstract: The marine hydrodynamic profiles contain small-scale instability features, but they are difficult to quan-

tify and characterize directly. As a commonly applied and well-developed classical analysis method, the linear sta-

bility analysis (LSA) has the potential to reveal the instability features. This paper introduces the construction and 

implementation procedure of the LSA method in analyzing small-scale instabilities, and the possible factors that 

may influence the LSA results are discussed. Particularly, using the observational data at 142°E in the equatorial 

Pacific Ocean, we present the application of the method and show the instability properties, such as stratification, 

shear, growth rate and critical depths. The results show that the LSA method has good applicability and instruction 

in the study of small-scale instability processes in the ocean. 
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附录  Taylor-Goldstein 方程的推导 

 
描述海洋波动的基本方程组为:  

h
h h

0

1f p
t ρ

∂
+ × = − ∇

∂
u u ,        (A1) 

0 0

1w p g
t z

ρ
ρ ρ

∂ ∂= − −
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,          (A2) 

2
0 0N

w
t g

ρρ∂ − =
∂

,            (A3) 

h h 0w
z

∂∇ ⋅ + =
∂

u .            (A4) 

其中, (uh, w)为波动流速(uh=(u1, u2)为水平分量, w 为

铅直分量), p 为压力。N(z)为 Brunt-Väisälä 频率, 即

浮力频率, 2 g dN
dz
ρ

ρ
= − ⋅ 。g 为重力加速度, ρ 为平

均流的密度, d
dz
ρ

表示密度在垂直方向 z 上的导数。

将科氏参数取近似, 即 f≈2Ω。 gzΦ = , 为重力势。 
由方程组 (A1—A3)展开得到线性扰动方程组

如下:  
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∂
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为了便于介绍平均流 U平行于波数方向的部分, 

有 ||
( )( ) h

h

z
U z

k
⋅

=
U k

。后续为方便, 用 U 代替 U||。 

 
 
 

地球自转的影响可以忽略, 即科氏参数 f=0。拟

设一水平波数 kh, 将式 (A5-A8)代入 { }, , ,w p ρ =u  
{ }ˆˆ ˆ ˆ( ), ( ), ( ), ( ) exp ( )hz w z p z z i tρ ω⋅ −u k x 解得 

h z
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此处
ˆˆ z
ww
z

∂=
∂

, Z z
∂=
∂
UU 等是导数简化符号。

ω=iωi+ωr, 当 ωi>0 时, 振幅随时间呈指数增长, 不
稳定发生。 

由(A9, A12)乘 k并在垂向上求导得 
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由(A10, A11)联立消去 ρ̂ 得 
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将(A14)代入(A13)中消去 ˆ zp 得 
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相速度 c=ω/k, 上述等式可写为 
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即 Taylor-Goldstein 方程。 
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