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摘要: 运用小振幅波理论研究了四层成层水域的内波运动，给出了四层成层状态下

的各界面波波面位移和各层速度势的解析表达式及各层深度平均流速分布和内波波动

频散关系，并与三层成层水域内波的解析结果进行了比较。
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    长期以来，人们对内波进行了广泛的研究，如

Be川amin['1, Benjamin[21, Davis等[31,  Ono [41,

Joseph[51, Kubota等[61)a Stokes[']建立了两层海
洋内波理论，Lamblal详细描述了小振幅内波的特性，

而Defant[91和Benjamin[']分别研究了内长波和孤立波
的相应特性。最近，Choi等[10]在上层流体厚度与

特征波长相比是一小量假设下导出了两层流体系统

中二维弱非线性内波的一般演化方程，Choi等[III在
某一层流体厚度与特征波长相比是一小量假设下给

出了两层流体系统中完全非线性内波的一般演化方

程等。这些研究都是针对两层成层水域内波，对于两

层以上成层水域内波的研究，目前结果较少，章守宇

和杨红[121研究了三层成层水域内波。但是在真实的

海洋内部，这种密度二层成层有时并不能很好地描

述成层现象。例如在中纬度海区的对流层下方，通常

就存在着永久性温跃层，在春夏季的成层期很容易

与对流层以内的季节性成层构成多层成恳 另外，水

深较浅的沿岸养殖水域如内湾在成层期，内波产生

的海水混合弱化了密度的成层，同时潮汐通过湾口

不断与湾内水进行交换，使得湾内水的密度垂直分

布变得异常复杂。因此，应用两层或三层成层的方法

去近似，势必不够准确。作者以小振幅波理论为基

础，就密度四层成层状态下的内波波动规律进行了

一些研究，并与三层成层水域内波的解析结果进行

了比较。

1数学模型
    如图1所示，我们考虑水深H为一常数，密度

呈四层成层的流体。设流体为无粘不可压的，且波

动的振幅相对于波长很小，即为小振幅波动，同时设

各层流体厚度相对于波长也很小，并忽略地球旋转

的影响。取静止水面向右为z轴正方向，垂直向上

为:轴正向。自水面而下，成层流体厚度分别为hl,
h2' h3和h4，密度分别为P，，P2.  P3和.P 4。不
同的密度流体之间构成的各界面水深坐标则分别为

zp,“。，z2':。和z4, z0 0表示水面，z;表示底面。假
定流体是无旋的，其速度可由势函数O(x,z,0来表
示为:

      日必 日必
u=一— ， W =一—

        ax              az
(1)

这里u和w分别是水粒子在x, z方向的运动速度。

对于第i(i=1,2,3,4)层流体，有连续方程

aui  0-w;
一 十一 二0,   i=1,2,3,4
ax   az

(2)

将 ((1)代入 (2)，得
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a';; a'o,
— 十 —

axe   az2
=0, 污1,2,3,4 (3)

式 (3)即为流体关于速度势函数的连续方程，且

是Laplace方程。

设各层流体的动压力为P,,几, P3和几，则有

。=八a}P. at-
。一。ad}at
。一。ac}at
Pa=。警

只名艺，

P28(“一zi)十PI纳，

·P,S(z一Zz)+Pi纳+Pz叭

(Z, +77,‘z‘za)

(Z2 +772‘z‘z,+770

(Z3十773‘z‘z2+172) (4)

Pa8(z一Z3)+PA +P2Sk+P3丛，(Z4‘z‘z3十'/)

      71,

//下\ P,/
h,

汁介 Pz/ h2

口户产13I    \\       P3/ h3

\~/
        P4

h,

ate,=_a (P,
at   az

a)72=- a (P2
at   az

一警}z=z,+ri,    (7-1)

一az} z=z2+r12             (7-2)

a17,=_a P,
at   az

a吸!

万 卜=z,+ri,   (7-3)

    图1 四层成层水域的结构及内波示意

Fig.l Schematic view of four-layer stratified fluid
        and internal wave

其中

界面

，9为重力加速度。设q,，712和173分别表示

1，2

2 理论分析

    由方程(3)，势函数0, (i=1,2,3,4)可取为下
列形式

    4pi=乙(z)cos(kz一。t), i二1,2,3,4        (8)

式中，。为内波的角频率，k为波数，t为时间。

将 (8)代入 (3)，可得

1， 2， 3

3处波动的波面位移，显然对于界面

有

k2乙(z)=0, i=1, 2, 3, 4 (9)

z=z,十,h=几}z=zl十R,，

z二二十。一Pal z=、十，
P2 I z=z2+r]2=。}二二:+。，

a2乙(z)
  az2

于是可得对于界面1, 2, 3的动力学条件

P}[aat一gnl卜。aoz917,1= P2[ at一grid,
P2[a<P22一9172卜P3[aa 33一9172.
P3[aa 33一9173卜。[}P,[a'一977,1

z二z,十III

z=Z2 +172   (5)

z=Z3 +仇

(9)的一般解为

    Zi(z)二C;, e*+ C;2 e气 i=1,2,3,4         (10)

式中Cr吼 (i=1, 2, 3, 4)为常数。

    考虑到小振幅波特点，sinhk(h1 I7;)̂  sinhkh,,
价1,2,3)，且.0,l P2̂  1, P2/ P。岛1, P，/P;咫1,
并令e，=(P2 Pi)/P2,    e2  (P3 P2)/.P 3,
E3= ( Pa-  P3) /  P4。由(4), (5)可以得到

假设水域下底面不可渗透，上表面为刚性边界，则有

ate,az}二二。一0'  a} az I Z-0 _”

17,=鸿sln(kx一CJ t)

172=凡sin(kx一。t)

173=A3 sin(kx一cot)
(11)

(6)

另外，满足 (3)的运动学边界条件为 其中，
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A,一̀-̀' ((C2。一C.,)ekz,+(C22一C12)e-kz,]
      E,g

A2=竺KC3:一q,)e‘一+(C32一C22)e -k z,]
      Egg

A3一-' f(C4，一C3,)e kz+(C42一C32)e -k"]
      E3g

(12)

由 (11)可知，成层流体内部的界面依照正弦规

律波动，A,, A2, A3分别为它们的振幅。
    利用边界条件 (6)和 (7)，并基于小振幅波

理论，由(8),  (10)r(11)，解得各常数C二，
Cur C2,, C22' C3,, C32' C419 C42，得到密度四层成
层状态时的速度势函数为

减cosh肚

sinh林
cos(胶一co t), (Z，十171‘z‘zo)

鸣
A, cosh k(z一z2)一A2 cosh k(z一z, )

          sinh从

A2 cosh k(z一z3)一A3 cosh k(z一z2)
            sinh从

cos(kx一rot), (Z2+72‘z‘z,+0

(13)

cos(kx一Cot), (Z3+773‘z‘Z2+772)

凡cosh k(z一Z4)
    slnh从

cos(打一tot), (Z4‘:‘Z3+773)田
-无
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再将计算所得C it, C}2' C21, C22'q，，C32' Cot' C42代
入 (12)，并考虑到各层流体厚度相对于波长很

小，即sinhkh; ti kh,，整理可得关于界面振幅的三
元方程组
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“，+A2(E2gh2}+ A z( c2一黔，+会  A3
A2·A3( E3gh3zc一平，一“

        因此，如果由 (15)求得波速c，则由 (17)即

(14) 可求得内波振幅比.B ,, N 2，从而就可以讨论界面波
        波形。下面给出密度四层成层时各层流体的深度平

        均水平流速
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-这里，c= ci /k为波速。由(14)消去A1, AZ，和
A:可得

_ 1  Ro a公
u,=一 1一一 dz=
    A.!,, ax

sln(kx一C) t)

(Eshz一h, + hz)(Ezghz
’c‘ 八 一 C‘

hz + h3 )(Esgk
  "7 ‘’c̀

_ 1 Cs, a矶」__1一八A_:_，‘_
u,= — . 一— uz=C- 伪 Nit从2‘一w e J

    h2 h,  ax     hz

hz (Eighs一4+k)一。E3gk一h3 + h4)一。
k’c̀         'h ” c̀      h4

_ 1  F3   a叭」__1一八 A_:_，‘
u,=— r 一— uz=不了— 公，，              biign.‘一cut

    h3 h,  ax      h3

(18)

sin(kx一c) t) 
 
凡几

-气
上式即为密度四层成层时的内波频散关系。

(1s)

由于

一丛dz、
  ax

(15)是少的三次代数方程，因此，波速c一般有

三个解。', c", c"'，这些解分别对应于密度四层成层内

波的三种模态，令c'>c"> c'"，则可以称c'对应的

模态为大波速模态，沙对应的为小波速模态。设界

面振幅A,, A2, A。之间存在关系
      A2IAI= fl:，A3/AZ R 2                (16)

j,, fl 2称为内波振幅t匕 由(14)即可得

式 (18)描述了界面波形与流速的关系。由

(15 ), (17 ), (18)即可讨论四层成层水域

内波的波形及流况。为简单起见，这里仅以一特例

来作一些分析。取

A=k=k=h4=l, e,二62二E3二84=‘二0.001 (19)

将 (19)代入 (15)，可得

C2一6S 。一6g，c，’七，sC.2    ^ . 8r    (20)
      名一V乙 ‘ 乙十VG
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将 (19)代入 (17)，可得

当内波以c‘对应的大波速模态传播时

Q1=,F2,几=1/f (21)

当内波以c"对应的模态传播时

Q1=0,   02二0 (22)

当内波以c对应的小波速模态传播时

}} =-f,   l72 =-1}-,r2 (23)

分析 :

      当内波以大波速c对应的大波速模态传播时，

由于161 r N 2均大于0,故界面1,2,3的振动呈同
相位，此时上面两层流体粒子平均运动方向相同，下

面两层流体粒子平均运动方向相同，但上面两层流体

粒子平均运动方向与下面两层流体粒子平均运动方向

相反(图2a)，这种情形类似于密度三层成层流体[[121

大波速模态的情形。

    当内波以波速。”对应模态传播时，此时fl ,=0 ,
从而A 2=0由(14)可得A1=-A3，故界面1，3的
振动呈逆相位，界面2的振幅为0。由((18)，有

      u,=-u2>      u2=U31       U,=u4

即上面两层流体粒子平均运动方向相反，下面两层流

体粒子平均运动方向也相反，中间两层流体粒子平均

运动方向相同 (图2b)，此情形就是密度三层成层

流体[121/1、波速模态的情形。

    当内波以小波速c对应的小波速模态传播时，

由于fl ,r   ~2均小于0,故界面1, 3的振动呈同
相位，而1, 2及2, 3的振动分别呈逆相位，此时

相邻的两层流体粒子平均运动方向都相反 (图

2c)，此情形类似于密度三层成层流体[121 .1、波速模

态的情形。
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                图2 四层成层水域的内波波形及流况示意

Fig. 2 Phase of interfacial wave and its flow characters in four-layer stratified fluid
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3结论
      利用小振幅波理论，研究了四层成层水域内

波波动规律，给出了各层波动解的解析表达式，并

以实际观测到的内波为例，与三层成层水域内波理

论作了比较，结果如下:

  在小振幅波理论基础下，四层成层水域的内波有

三种模态，大波速模态波动时，其流况及界面波动

特征与三层成层状态大波速模态时的情形类似;其

它两种波速模态波动时，其流况及界面波动特征与

三层成层状态小波速模态时的情形类似。
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Study on internal wave in four-layer stratified fluid
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Abstract: In this paper, motions of internal waves in four-layer stratified fluid were investigated, and solutions
of the elevations of the interfacial waves and the associated velocity potentials were presented based on small ampli-

tude wave theory. Patterns of distribution of mean velocity due to the waves and its dispersion relationship were

derived, and they are compared with the analytic results of the study on internal wave in three-layer stratified fluid.
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