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摘要    本文运用基于自适应网格的流体动力学开源软件 Gerris, 来建立基于 Boussinesq 近似下的

二维不可压缩 Euler 方程组的数值模型, 以模拟不同层化条件下稳定状态的完全非线性大振幅内孤

立波。文中比较了完全非线性的用 Gerris实现的 Euler模型与弱非线性的 KdV理论模型在刻画大振

幅内孤立波结构及特征参数上的差异, 说明在模拟大振幅内孤立波时, 高阶非线性不应忽略。Euler

模型模拟结果表明, 完全非线性大振幅内孤立波的等密度面半宽度随深度变化, 这使得基于 KdV 方

程解析解、利用卫星 SAR(Synthetic Aperture Radar)图像提取内孤立波极值间距来反演内波振幅的可

行性存疑, 需要重新评估。此外, 本文用两组实测数据验证了用 Gerris实现的 Euler模型模拟大振幅

内波的有效性。 
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海洋内波是密度层化海水内部的一种波动现象。

由于内波的恢复力是由层化海水密度差导致的约化

重力, 相比于作为海表面波恢复力的重力而言, 只有

其千分之一的量级 , 所以海洋内波的振幅比海浪大

得多而其直接引起的海表面起伏却几乎为零。例如, 

Osborne 等(1980)在安达曼海观测到振幅约 60m 的内

孤立波; Tessler 等(2012)在苏禄海观测到振幅约 40m

的内孤立波; Xie 等(2013)在比斯开湾观测到振幅约

40—70m 的内孤立波; Klymak 等(2006)及 Lien 等

(2014)在南海观测到约为 170m振幅的内孤立波。 

海洋内波几乎不引起海表起伏的特性使其难以

通过现场观测手段发现和定位, 而卫星遥感观测, 尤

其是卫星合成孔径雷达 (Synthetic Aperture Radar, 

SAR)观测 , 可以获得清晰反映内波特征的图像 , 便

于发现和定位内波(孙丽娜等, 2018)。正是遥感观测

帮助人们建立起了全球海域内波分布的清晰图景 , 

让人们意识到海洋内波在世界海域范围内的普遍存

在(Jackson, 2004)。在 SAR图像上看到的内波通常是

内孤立波或者内孤立子。尽管存在多种内孤立波的生

成机制 , 但目前普遍认为内孤立波主要由正压潮与

地形(如海峡, 海山等)的相互作用产生的内潮波在传

播过程中逐渐裂变而成(方欣华等, 2005; 王金虎等, 

2016)。 

从遥感获得的内波图像特征来获得内波的垂直

特征却并不直接。基于内波孤立波的非线性理论, 内

孤立波的半宽度与振幅存在某种函数关系。这依赖于

对内波动力学特征的准确描述 (Zheng et al, 2001; 

Zhang et al, 2016)。 

在内波理论方面 , 最简单的是在弱非线性弱频

散假设下的 KdV 方程, 它能很好地描述浅水分层流

体中的小振幅内波。根据上下两层水厚度的不同情况, 

该方程被推广到了无限深海的 Benjamin-Ono 方程

(Benjamin, 1967; Ono, 1975)和有限深海的 Joseph方

程(Joseph, 1977)。受制于弱非线性假设的约束, 上述

KdV 类方程不适于描述大振幅内波。在 KdV 基础上

引入三阶非线性项的 eKdV方程使得这一情况有所改
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善 , 它可以描述实际海洋中观测到的波形变宽且有

一个平底波谷的情况 , 且在振幅的适用范围上比

KdV更大(Helfrich et al, 2006)。进一步, Miyata(1988)

提出了完全非线性的 Miyata 方程, 可以描述大振幅

内波, 但其频散项依然只有一阶, 所以只适于描述长

波, 且只能用于两层流体。在数值计算方面, 主要分

为两类。一类为直接数值求解内孤立波理论方程, 如

Liu等(1998)运用变系数 KdV方程来数值计算南海和

东海海域的内波从深水向浅水传播过程中的结构变

化; 蔡树群等(2001)基于规则化长波(RLW)方程, 来

探讨南海北部内波的结构特征和演变 ; 张善武等

(2015)运用变系数 eKdV 方程数值求解中国南海大振

幅内孤立波的振幅和波宽等特征参数。另一类基于

N-S(Navier-Stokes)方程组、Euler 方程组的全域离散

化网格进行计算, 如 Vlasenko 等(2000)基于 Euler 方

程组探讨了稳态大振幅内孤立波的结构 ; Zhang 等

(2014)基于 Euler 方程利用有限体积法建立了一个适

应水深变化的二维内波数值模式 , 并在等深水域求

解等密度线随时间变化的数值解; Shen等(2006)基于

N-S 方程组建立内波二维数值模型, 并进行内波速度

场分析 , 从而根据 SAR 成像原理来成像仿真等。

Stastna 等(2002)用从 Euler 方程组推导的描述完全非

线性内波的 DJL(Dubreil-Jacotin-Long)方程讨论了在

非均匀背景流场下浅水层化海洋中内孤立波振幅的

上限; Preusse等(2012)也用 DJL方程研究了不同背景

层化下内孤立波振幅的上限以及内波破碎机制。鉴于

DJL的完全非线性属性, 本文将之也归到第二类中。 

由于内波 KdV 理论模型及其变种是基于各种不

同的假设条件下简化导出 , 在定量模拟实际海洋的

内波时存在较大误差 , 所以当以模拟现实作为需求

时, 采用基于 N-S 方程组、Euler 方程组或 DJL 方程

进行的数值模拟更为可靠 , 可以获得实测连续海水

层化条件下的完全非线性内孤立波解。然而数值模拟

的主要问题是计算量大, 计算时间长。为了准确反映

海洋中的密度层化, 层化区的网格必须足够密集。若

采用均匀网格, 必然导致大计算量。在内波模拟中, 

数值模型为降低计算量 , 常在不同的维度设定不同

的分辨率(Vlasenko et al, 2000, 2002, 2010; Du et al, 

2008; Zhang et al, 2014)。而本文采用的 Gerris软件可

通过自适应网格来降低模型的计算量。Gerris根据涡

度、密度梯度等物理量在模型运行期间动态调节局部

网格尺寸 , 在保证二阶计算精度的前提下加快计算

速度。实验表明, 用 Gerris 实现的 Euler 模型获得一

次稳定内孤立波解的时间约 7min, 从而可以当做一

个方便的完全非线性连续层化内孤立波计算工具。 

基于 KdV理论模型从 SAR图像提取的内孤立波

半宽度反演的振幅常常被低估甚至严重低估。采用连

续层化的 KdV 模型比两层模型有一定改善(曾侃 , 

2002)。更进一步的改善是采用高阶非线性方程(Xue 

et al, 2013)。然而 Euler模型的模拟结果表明除了内

波半宽度与振幅的关系不同外 , 内波半宽度还随水

层深度增加而增大, 而非 KdV 理论模型所述那样上

下一致, 因此基于从 SAR 图像上提取的内波在海表

面的半宽度再利用 KdV 理论模型或其变种反演内波

振幅的方法存在缺陷。 

本文按如下方式组织: 第一节介绍用 Gerris实现

的用于内孤立波数值模拟的二维 Euler模型的基本特

征以及进行内波数值拟的参数设置方法 ; 第二节讨

论了用 Gerris实现的 Euler数值模型与用 KdV模型获

得的大振幅内孤立波的结构差异; 第三节用现场的

内孤立波观测数据对 Gerris实现的 Euler模型的有效

性进行验证 ; 第四节总结了研究结果并讨论了其对

SAR 内波振幅反演的意义。为简化表述 , 下文将

“Gerris实现的 Euler数值模型”简称为“Euler模型”。 

1  模型与实验设置 

1.1  模型与软件介绍 

本文采用的 Euler数值模型是用新西兰水文和大

气国家研究所 Stephen博士开发的流体动力学开源软

件 Gerris建立的。Gerris是一个基于四叉树(三维是八

叉树)动态自适应网格的偏微分方程组求解框架。 

动态自适应网格技术是一种根据流场实际情况

通过动态调整局部网格尺寸来减小计算量的技术。其

基本原理是以一个或者多个物理量为判断准则 , 动

态决定网格是加密还是稀化(王亮等, 2015), 这可以

在保证计算精度的同时有效提高计算速度。在流体力

学数值模式应用中常采用涡度作为网格自适应控制

的判断准则:  

 max
ε

 


U

U
,              (1) 

其中 , 为网格尺度 ,U 为水质点的速度矢量 ,  为
自定义的阈值( 0 1  )。当速度矢量满足公式(1)时, 

网格进行加密, 反之, 网格稀化。在本文的内波模拟

实验中, 还将密度梯度也作为一个判断准则。当同时

定义了多个判断准则时 , 其中任何一个准则得到满

足均导致网格加密; 反之, 只当所有准则均不满足的
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情况才导致网格稀化 (Popinet, 2003; Popinet et al, 

2007)。在网格被动态调整后, Gerris再根据 CFL条件

来动态调节时间步长。 

实际海洋中 , 黏性的最大长度特征尺度在厘米

量级 , 而内波的水平特征尺度基本在百米到千米量

级之间, 故可忽略流体黏性。本文关心的内孤立波属

于高频内波, 可忽略地转效应。因此本文用于内波模

拟的控制方程为在 Bossinesq 近似下且忽略地转效应

的二维 Euler方程组(Phillips, 1977) 

0 0

d 1

d

0
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U
g
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,          (2) 

其中, (0, )g g 是重力加速度矢量, 0 是作为密度
参考量的海表面密度均值, 是海水密度场 ( , , )x z t
与密度参考量的差。 p是实际压强场与密度为 0 的
流体静压强的差。 0'/ g 是约化重力项, 它是内波的

恢复力, 在模型设定中体现为源项。 

1.2  模型初始化 

将Euler模型的初始流场设定为连续层化流体的内波

KdV方程的一模态定形内孤立波解(Leonov et al, 1975)。 
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其中, ( , , )x z t 为流函数, A为内孤立波的振幅, fC

为相速度, L为孤立波半宽度, x 表示水平坐标, z 表

示垂向坐标,  t表示时间。 
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其中, H 为水深, ( )N z 为浮性频率剖面, maxN 是其

最大值, n 和 ( )nW z 是 Sturm-Liouville 型边值问题

(见公式(5))的本征值 n 及对应的本征函数 ( )nW z 。 n

代表模态, 这里只考虑 1模态。 
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若未扰动密度垂直剖面 0 ( )z 已知, 并指定一个

振幅 A , 则可以计算出内波的流函数, 进而获得速度

场和密度场:  
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模型的坐标系设为速度等于内波初始相速度 fC

的移动坐标系, 使得内波在计算域内相对静止, 可减

小计算域的长度从而降低计算量。移动坐标相当于在

整 个 计 算 域 引 入 了 一 个 均 匀 的 背 景 流 场

0 ( ,0)fC U 以及一个恒定的右边界入流条件, 因此

模型的右边界满足:  

0 ( )z     fu C  ,           (9) 

模型的左边界满足:  

/ 0x       / 0u x   ,   (10) 

假设海表面满足刚盖近似, 海底平坦, 则上、下

边界条件为:  

 0 0z H zw w   .          (11) 

当用 KdV 解设定模型的初始场后, 随着模型的

运行, 初始波形将发生变化, 部分波成分被分离出来

并被色散掉 , 最终剩下的波形稳定部分便是该数值

模型获得的稳定内孤立波解。稳定的判断条件是各物

理 量 在 20T 时 间 内 变 化 不 超 过 0.1%, 其 中

ref ref1T /L U 为无量纲的模式时间单位, 其中 refL 和

refU 分别为长度和速度参考量。 

除自适应网格外, Gerris 还可以通过多核并行处

理来提高计算速度。测试表明, 使用 Intel® Xeon(R) 

E5-2603 v3主频 1.60GHz处理器进行 8 核并行处理, 

获得一个内孤立波解的时间约为 7min。这个计算效

率使得将之当作一个可多次调用的内孤立波数值计

算工具纳入到更复杂的应用框架成为可能。 

2  Euler数值模型与 KdV模型的比较 

本文采用 Vlasenko(1994)提出的参数化浮性频率

公式来描述海洋的主密跃层, 见公式(12)和图 1。 
12

p
max

p

2( )
( ) 1

z H
N z N

dH

         

-

 .      (12) 

公式(12)将密度剖面用密跃层的深度(Hp)、厚度

(dHp)以及浮性频率最大值(Nmax)这 3个物理意义明确
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的参量表示。采用参数化浮性频使得本征方程(5)有解

析解, 见公式(14)(Vlasenko, 1994), 便于和 Euler模型

的数值解进行比较。 
12
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(13) 
其中, 0C 为使得 ( )W z 最大值为 1的归一化系数, 且 
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另外, 根据浮性频率的定义 
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g d
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  ,           (15) 

可得到未扰动时参数化密度垂直剖面 (曾侃 , 

2002):  
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其中 0 为海表参考密度。 

 

图 1  参数化浮性频率示意图(Vlasenko, 1994) 
Fig.1  The profile of parametric buoyancy frequency (Vlasenko, 

1994) 
注: maxN 表示最大浮性频率, Hp表示密跃层的深度, dHp表示密跃

层的厚度 
 

下面讨论在不同海水层化条件和不同振幅条件

下的内孤立波结构特征。表 1按最大浮性频率由强到

弱列出 4种层化条件, 图 2是对应的密度剖面和浮性

频率剖面。参数设定方法如下: 首先固定海表密度为

1000kg/m3, 水深为 300m, 跃层深度 Hp为 35m, 再设

定 dHp 为不同值, 然后调节相应的 maxN 使得海底密

度相同。 

表 1  模型中的层化条件(水深 H=300m) 
Tab.1  Stratification conditions used in the model (depth 

H=300m)      

分层 maxN (s–1) Hp (m) dHp (m) 

1 0.03 35 35 

2 0.0195 35 95 

3 0.016 35 155 

4 0.015 35 196.5 

注: maxN 表示最大浮性频率, Hp表示密跃层的深度, dHp表示密

跃层的厚度 

 

图 2  不同层化条件的密度和浮性频率剖面 
Fig.2  The density and buoyancy frequency profiles of different 

stratification conditions 
 

图 3为层化条件 1时用 Gerris模拟的内孤立波的

演变图, 色标以 的最大值归一化, 其中 为密度
变化量。图 3a—图 3d分别是 0, 5, 10, 20T时刻的密

度分布图, 它们给出了初始波形在 Euler 方程控制下

分裂并色散的过程。分离出的小振幅波成分由于运动

速度偏慢而与主波成分逐渐远离直至超出计算域。图

3d 表明在 20T 时刻仅剩下已处于稳定状态的主要波

成分, 它即为该数值模型获得的内孤立波解。自适应

网格的疏密由涡度和密度梯度共同控制, 图 4为图 3d

黄框位置放大显示的网格分布。注意, 为了显示清楚, 

这里少绘了最细一层次的网格。 

图 5 是分别用自适应网格和均匀网格模拟的速

度场在图 3d中黄框所示区域的差异分布图。显然, 在

内孤立波中心位置附近差异较大。水平速度场和垂直

速度场的平均偏差分别为 0.0015m/s 和 5.38× 

10–5m/s, 标准差分别为 0.0062m/s和 0.0026m/s, 可以

忽略不计。可见自适应网格在保障计算精度的同时降

低了计算量。 
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图 3  用 Gerris模拟的内孤立波演变图 
Fig.3  Evolution of the internal solitary wave simulated by Gerris 

注: a、b、c、d依次为 0, 5, 10, 20T时刻密度分布图; 表示密度变化量, max 表示其最大值 

 

 

图 4  在内孤立波模拟时 Gerris动态生成的网格 
Fig.4  The mesh dynamically generated by Gerris during the 

simulation of internal solitary wave 
 
图 6为在层化 1条件下, 振幅为 33m时, 分别用

KdV模型与 Euler模型模拟得到的内孤立波等密度线

分布。图 6表明, 对水下 46m处水层, 两个模型等密

度线的垂向最大位移恰好相等; 对 46m 以浅的水层, 

Euler模型的等密度线的垂向最大位移大于 KdV模型; 

对 46m 以深的水层, 则情况相反。由于 KdV 模型将

内波运动分解成水平和垂直两个独立的部分相乘 , 

因而仅垂向位移在不同深度有变化 , 而孤立波半宽

度则是上下一致的。然而, Euler模型的垂向位移和孤

立波半宽度均随水层深度不同而变化。就这点而言, 

两个模型存在本质区别。下文将从不同方面讨论两个

模型在垂直结构上的区别。 

图 7为在层化 1的条件下, KdV模型和 Euler模

型在不同振幅时的垂向结构对比图。图 7a、图 7b和

图 7c均以与 Euler 模型结果相同振幅下的 KdV 模型

解析解为标准将 Euler模型数值解进行归一化处理。

归一化后, KdV模型各物理量垂向结构不随振幅变化, 

而Euler模型对应的各物理量垂向结构随振幅而改变,  
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图 5  用 Gerris在分别采用自适应网格和均匀网格的情况下模拟的速度场的差异分布图 
Fig.5  Difference in velocity field simulated between adaptive grid and uniform grid 

注: a. 水平速度场 U差异分布; b. 垂向速度场 V差异分布 

 

 

图 6  KdV模型(实线)和 Euler模型(虚线)在同一振幅下的

内孤立波等密度线(单位: kg/m3)垂向剖面(水深 H=300m) 
Fig.6  Isopycnal profiles (unit: kg/m3) of KdV model (solid line) 
and Euler model (dashed line) at the same amplitude (depth H = 

300m) 
 

这样可以突出 Euler模型结果与KdV模型结果的比例

关系。图 7a 为内孤立波中心位置等密度线垂向位移

的垂直剖面, 可见, 振幅越大, Euler模型给出的中心

位置等密度线垂向位移最大值所对应深度越小。图

7b和图 7c分别为内孤立波中心位置水平速度分量和

垂向速度分量最大位置的垂向速度分量的垂向剖面, 

它们表明随着振幅增加, 水平速度分量为 0对应的深

度及垂向速度分量最大值对应的深度均增加, 并且

Euler 数值模型的最大水平速度分量和最大垂向速度

分量均小于 KdV 模型的对应值。总的说来, 在相同

层化条件下, 振幅越大, Euler 模型数值解与 KdV 模

型解析解的差异越大。KdV方程是在弱非线性和弱频

散条件下导出的 , 小振幅是其可忽略高阶非线性的

条件。然而, 随着振幅增大, 高阶非线性效应必然越

来越大而越来越难以忽略 , 故舍弃它们导致的误差

也越来越大。 

稳态内孤立波数值解的半宽度采用等效方波长

的定义(Miyata, 1988; Vlasenko et al, 2000) 

1
( ) ( , )d

2 ( )
z x z x

a z
 





  ,          (17) 

其中, a(z)为未扰动时在深度为 z 处的密度层在孤立

波中心位置的垂向位移, 称为内孤立波在深度 z处等

密度线的振幅; ζ(x,z)为深度为 z的等密度线在不同水

平位置上的垂向扰动。显然 ( ) max(| ( , ) |)a z x z , 而

max( ( ))a z 就是内孤立波的振幅。上述定义便于确定

内孤立波数值解的半宽度, 而且该定义与 KdV 内孤

立波解析解的半宽度也是一致的。 

下面讨论内波半宽度在不同深度的变化特征。既

然密度是深度的单调增函数 , 因此也可以等效讨论

内波半宽度随密度增加的变化性。而且半宽度本身也

是通过等密度线计算获得的 , 因此讨论半宽度与密 
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图 7  KdV模型和 Euler模型在不同振幅下的归一化内波垂向结构 
Fig.7  Vertical profiles of KdV model and Euler model at different amplitudes 

注: a. 振幅归一化; b. 水平速度归一化; c. 垂直速度归一化 

 
度而非深度的关系更为方便。接下来将不同密度层的

内孤立波半宽度视为密度的函数, 并且将 KdV 模型

和 Euler 模型均以深度 pz H  时各自的半宽度
pH

为标准进行归一化。经上述操作获得的归一化半宽度

的垂向分布如图 8所示。由于 KdV半宽度与深度无

关, 所以 KdV 模型的各密度层半宽度归一化后恒为

1。而 Euler 模型中, 内波各密度层的半宽度随密度

增大而增大 , 且振幅越大 , 半宽度的垂向变化性越

显著。 

卫星 SAR是观测内波的重要手段。既然 SAR图

像上的内波条纹的明暗变化与内波表面流场的梯度

相关 , 那么就有必要研究下内波表面流场及其梯度

的规律。当用 KdV及其变种理论来解释 SAR的内波

成像机制时 , 可将内波表面流场梯度最大值和最小

值之间的距离 uL 与内波半宽度关联起来, 进而计算

出内波振幅。然而从 Euler 模型结果可知, 在完全非

线性条件下, 内波不同密度层的半宽度不同, 因而表

面流场梯度极值的间距与内波最大振幅密度层的半

宽度的关系不再固定。图 9a为在振幅 33m的情况下, 

内波表面流速在不同层化(见表 1)的分布。图 9a表明

在相同的振幅下, 层化越弱, 表面水平流速的极大值

越小。在表层, 由于水层垂直起伏为 0, 基于等效方

波长的半宽度定义失效, 但我们依然可以将 uL 当作一个

与半宽度作用类似的表面流速特征尺度, 见图 9b。 uL 随

跃层厚度的变化如图 9c 所示。图 9c 表明在海表和 

海底密度以及跃层深度不变的情况下 , 随着跃层厚

度增加, 层化强度变弱, uL 呈现上升趋势。综合图 9

表明表面流速、表面流速梯度分布在一定程度上可以

反映密跃层的强弱变化。对于 KdV 解析解, uL 与内

孤立半宽度的关系是确定的, 而在 Euler 模型中, uL

与内波半宽度不再有简单的对应关系 , 这也就增大

了从 uL 反演内波振幅的难度。 

3  Euler模型模拟结果的现场印证 

本节用两组大振幅内孤立波实测数据来验证

Gerris 实现的 Euler 模型的有效性。第一组数据着重

验证内孤立波的水平与垂向结构特征; 第二组数据

着重验证其流场分布。 

 

图 8  KdV模型和 Euler模型给出的在不同振幅下归一化

内孤立波半宽度随密度的变化曲线 
Fig.8  The normalized half width of internal solitary waves 
simulated by KdV and Euler model with different amplitudes 
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图 9  Euler模型模拟的不同层化下内孤立波海表流场 
Fig.9  Surface velocity field of internal solitary waves simulated by Euler model with different stratifications 

 

 

图 10  墨西拿海峡北部实测密度剖面(实线, 从 Vlasenko 

et al, 2000提取)及及其参数化密度剖面(虚线) 
Fig.10  The observed density profile (solid line, extracted from 

Vlasenko et al, 2000) in the north of Messina Strait and its 
parametric density profile (dashed line)   

 
3.1  墨西拿海峡北部内孤立波验证 

第一组实测数据(Vlasenko et al, 2000)是 1995年

大西洋爱奥尼亚海巡航期间在墨西拿海峡海底山脊

北部 25km处测得的振幅为 55m的内孤立波。该内波

所处位置总水深 300m, 内波传播方向为东, 它被认

为是潮地作用下形成的山后波在脱离地形逆流传播

过程中演变而成(Brandt et al, 1997)。温度、盐度和深

度数据通过温盐深剖面仪(Conductivity Temperature 

Depth, CTD)及温度链获取 ; 流场数据通过 75kHz 

ADCP(Acoustic Doppler current profiler)获取。图 10

为实测数据密度剖面布 , 其中参数化密度剖面为

Euler数值模型的初始化密度场, 如公式(16)所示。 

图 11 为用 KdV 模型、Euler 模型得到的墨西拿

海峡北部大振幅内孤立波的垂向结构与实测数据的

对比图。图 11a为内波中心位置的垂向位移剖面, 可

见 Euler模型得到的内孤立波最大振幅的深度较 KdV

模型更接近实测。图 11b为内孤立波中心位置的水平

速度场的垂向剖面, Euler 模型得到的最大水平速度

以及水平速度为 0 时的深度均较 KdV 模型更接近实

测。图 11c为内孤立波最大垂向速度位置处的垂直速

度场的垂向剖面, 同样, 与KdV模型相比, Euler模型

得到的最大垂直速度及其对应深度均与实测数据更

为接近。综合图 11 表明, 与 KdV 模型相比, 在垂向
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剖面上, Euler模型得到的垂向位移、水平速度场及垂

直速度场的特征参数、变化趋势均与实测数据吻合更

好。部分参数对比见表 2。 

图 12 为墨西拿海峡北部大振幅内孤立波实测数

据与 KdV模型、Euler模型各密度层半宽度对比图。

从图 12中可以看出, Euler模型变化趋势较 KdV模型

与实测数据更为吻合, 即在一定范围内, 随密度值的

增加, 半宽度呈现上升趋势。而 KdV 模型的半宽度

并不随密度变化而变化。 

表 2  墨西拿海峡北部内波特征参数对比 
Tab.2  Comparison of internal wave characteristic parameters 

in the northern Messina Strait  

特征参数 实测 Euler模型 KdV模型

振幅(m) 55 50 50 

相速度(m/s) 1.0 0.9 0.9 

最大水平东向速度(m/s) 0.61 0.68 1.06 

最大垂向速度(m/s) 0.16 0.15 0.20 

最小垂向速度(m/s) –0.11 –0.15 –0.20 
 

 

图 11  用 Euler模型和 KdV模型模拟的墨西拿海峡北部内孤立波的垂向结构与实测数据(Vlasenko et al, 2000 )的比较 
Fig.11  Comparison of the vertical structure between the observed data (thick solid line, extracted from Vlasenko et al, 2000), and the 

Euler model (thin solid line) and KdV model (dashed line) in the northern of the Messina Strait 
 

 

图 12  墨西拿海峡北部内孤立波在不同模型下的水平特

征尺度与实测数据(Vlasenko et al, 2000 )对比图 
Fig.12  The contrast of the horizontal characteristic scales of 

internal waves between different models and observed data 
(extracted from Vlasenko et al, 2000) in the northern Messina 

Strait 
 

3.2  南海深水区内孤立波验证 

第二组实测数据(于博, 2015)为国家“973 计划”

项目在南海深水区投放的 ME2 潜标测得, 潜标布放

的位置是(20.99°N, 118.16°E), 水深为 2029m, 内孤

立波振幅为 186m, 传播方向为西向。该海域内波被

认为是潮地作用下 , 下凹波在传播过程中裂变形成

或者混合区的塌陷对周围层化的水体产生的冲击作

用演变而成(Du et al, 2008)。图 13为实测密度剖面分

布以及拟合的参数化密度剖面。 

图 14 为南海深水区内孤立波的一个垂直剖面的

水平速度和垂直速度时序变化图。其中右侧是剔除了

背景流场的实测流场, 时间跨度是 75min。左侧两幅

图为对应的 Euler模型模拟的结果。当模式时间大于

40T 时(1T=400s), 模拟的内孤立波处于稳定状态, 故

选取 40T 以后 11.25T(75min)时间段内的数据与实测

数据进行比较 , 确保模式数据与实测数据的时间跨

度相同。而且为方便与实测数据的速度场分布图进行

比较, 还将 Euler 模型结果换算成与实测数据相同 
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图 13  南海深水区实测密度剖面(实线)及参数化密度剖面

(虚线)示意图(水深 H=2000m) 
Fig.13  Map of observed density profile (solid line) and 

parametric density profile (dashed line) in the deep-water area of 
the South China Sea (depth H = 2000m) 

 
的时间标尺。粗实线为最大垂向位移的等密度线。图

14表明 Euler模型结果比较准确的反映了实测内孤立

波的内部结构, 例如, 内孤立波的周期, 垂向位移最

大的等密度线的初始深度 , 水平速度及垂向速度的

极值等。表 3中所示为南海深水区两模型特征参数对

比数据。数据再次表明, Euler 模型的结果优于 KdV

模型的结果。 

通过与两组实测数据的对比 , 无论就大振幅内

孤立波的结构特征还是其速度场而言, Euler 模型均

能够较好的模拟大振幅内孤立波, 且优于 KdV 模型

给出的模拟结果。在上述两个实验中, 若以同一层化

同一振幅下的 KdV解为单位 1, 则在 Euler模型解中, 

最大水平速度分别为 0.65和 0.55, 最大垂向速度分别

为 0.8和 0.75, 可见 KdV模拟的水平和垂向速度分量

的最大值均偏大 , 即 KdV 模型高估了非线性效应

(Vlasenko et al, 2000)。由于 KdV模型是弱非线性方

程, 要求振幅远小于较浅水层, 而以上两实例均不满

足这个要求 , 故高阶非线性不可忽略 , 这应是造成

KdV模型与实测及 Euler模型结果相去甚远的一个重

要原因。 

 

图 14  南海深水区内孤立波水平速度场(a、b)及垂直速度场(c、d)随时间分布图 
Fig.14  Map of horizontal and vertical velocity fields with time in the deep-water area of the South China Sea 

注: a和 c为 Euler模型数值解, b和 d为实测数据(于博, 2015) 

 

4  结论 

本文采用开源的流体动力学软件 Gerris 建立的

Euler 数值模型模拟了不同层化条件下的稳态大振幅

内孤立波。由于 Gerris采用了自适应网格和并行处理

技术, 该模型兼具高精度和高效率的特点。并且, 由
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于采用 Euler 方程作为控制方程, 故该模型可获得完

全非线性的稳态内孤立波解。比较 Euler模型与 KdV

模型的结果表明 Euler模型克服了KdV模型在分析大

振幅内波结构时的局限性。 

表 3  南海深水区内波特征参数对比 
Tab.3  Comparison of internal wave characteristic parameters 

in deep-water area of the South China Sea 

特征参数 实测 Euler模型 KdV模型

振幅(m) 186 180 180 

相速度(m/s) 3.51 3.44 3.69 

最大水平西向速度(m/s) –1.81 –1.87 –3.38 

最大垂向速度(m/s) 0.35 0.35 0.50 

最小垂向速度(m/s) –0.39 –0.35 –0.50 

 
Euler 模型的结果表明, 内孤立波的振幅、波中

心位置水平速度分量、等密度层最大垂向速度分量均

随着深度的变化而变化, 但变化趋势与 KdV 理论不

同。尤其, 在 KdV理论中, 各等密度层的半宽度是相

同的, 而 Euler模型获得的半宽度却随深度而改变。 

与两组现场观测数据的比较结果表明, Euler 模

型的模拟结果无论在波参数上还是在速度流场分布

上均比 KdV 模型的结果更接近实测数据。因此, 有

理由认为 Euler模型获得的大振幅内孤立波的结构比

KdV 更准确。基于此, 再反观 KdV 模型给出的最大

水平和垂直速度分量均大于 Euler模型的对应结果这

一现象, 可以认为 KdV 高估了大振幅内孤立波的非

线性效应。 

从文中给出的多组比较数据可以看出 , 对于大

振幅内孤立波, 高阶非线性效应不应忽略。 

另外, 考虑到在 Euler 模型的内孤立波解中等密

度面半宽度也随深度变化这一事实, 在 SAR 内波振

幅反演研究工作中, 若能与 Euler 模型或者其它完全

非线性模型(例如 DJL模型)相结合, 有望获得更为准

确的 SAR内波振幅反演算法。 
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APPLICATION OF GERRIS IN NUMERICAL SIMULATION OF OCEAN 
LARGE-AMPLITUDE INTERNAL SOLITARY WAVES 

ZENG Kan, LI Heng-Yu 
(Ocean Remote Sensing Institute, Ocean University of China, Qingdao 266003, China) 

Abstract    The fully nonlinear steady-state large-amplitude internal solitary waves in continuously stratified fluids were 

simulated in Gerris, an open source fluid dynamics software, based on the 2D incompressible Euler equations with 

Boussinesq approximation. The comparison of internal waves simulated by the Euler model and by the KdV model 

indicates that high-order nonlinear terms should not be neglected when large-amplitude is concerned. The simulation of 

internal waves by the Euler model reveals that the half width of isopycnic surface of a fully nonlinear large-amplitude 

internal solitary wave varies with depth, which makes the method to retrieve the internal wave amplitude using the distance 

between two extreme values of internal wave pattern extracted from a spaceborne SAR image based on the analytical 

solution of the KdV equation doubtful. Therefore, the retrieval method is necessary to be reassessed. In addition, the 

validity of the Euler model implemented by Gerris to simulate internal solitary waves has been verified by two sets of 

in-situ measurements. 

Key words    large-amplitude internal solitary wave;  numerical simulation;  Euler model;  Gerris 

 


