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岩石圈挠曲-弹性薄板小挠度弯曲 

的新方程* 
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摘要    岩石圈挠曲研究采用的是弹性薄板小挠度弯曲方程(即克希霍夫方程), 克希霍夫方程基于

薄板的前提, 忽略并假设薄板内垂向应力为 0。本文在无需垂向应力为 0的这一与地质事实不相符的

假设的情况下, 由弹性体几何方程、物理方程和静力平衡方程推导出岩石圈挠曲－弹性薄板小挠度

弯曲的新中面方程, 具有同等的数学简洁性。取泊松比为 0.25时, 有 DFF/D=1.125, 即新挠曲方程中

的挠曲刚度 DFF要比经典的克希霍夫挠曲方程的 D 值大 12.5%。本文推导的新方程不仅可以在岩石

圈动力学, 也可以在弹性力学中获得应用。 
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自 Vening Meinesz 采用走航式三摆重力仪进行

海洋重力测量和均衡学研究(Vening-Meinesz, 1948), 

在 20世纪 50年代即已认识到岩石圈的弹性薄板模型

是足够精确的(Gunn, 1949), 依据弹性力学薄板理论

(Timoshenko, 1958)和岩石圈均衡响应理论(Jeffreys, 

1945; Gunn, 1949), 伴随 20世纪 70、80年代至今的

海洋和大陆岩石圈重力均衡和挠曲研究 (Walcott, 

1970; Watts et al, 1974; McNutt et al, 1978; Watts, 
2001), 岩石圈在火山岛屿、俯冲带、挠曲盆地等处的

挠曲变形可以用弹性薄板模型来近似研究的认识已

经获得广泛的承认(Watts, 2001; Turcotte et al, 2014)。 

目前岩石圈挠曲研究中采用的是克希霍夫

(Kirchhoff)弹性薄板小挠度弯曲平衡方程(钱伟长等, 

1956; 柳春图等, 2001):  
4D w q  ,              (1) 

其中 , ( , )w w x y 是薄板中面上任一点的横向(垂直

于板面方向 , 向下 z 轴方向 )位移 , 即挠度 ; 式中
4 4 4

4
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   
是双调和/双谐算子; q是

薄板受到的横向总负荷; D是板的挠曲刚度。 
3
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Et
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
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其中, t是板的厚度, E是板材的杨氏模量,  是泊松比
(因下文中板的挠曲位移采用v , 本文用 记泊松比)。 

克希霍夫方程由于其数学形式上的简洁而被广

泛应用, 但在推导过程中采用的各项假设中, 有一个

关于薄板内垂向应力 z 的假设是 

0z  .               (3) 

它是基于克希霍夫薄板理论的一个主要假设——

薄板的厚度比薄板的其它尺寸小 , 可以把垂向应力

忽略不计(钱伟长等, 1956), 它的物理意义是平行于

板面的各个面在挠曲中不相互挤压。此项假设, 式(3), 

不仅在物理上非常牵强, 而且在推导式(1)的过程中

还与其它假设不相协调。因此假设式(3)是克希霍夫方

程推导过程中的一个问题 ,  也是一个缺陷。 

在岩石圈挠曲的研究中仍然采用这一假设, 并因

为薄板表面垂向应力为 0, 而且薄板相对很薄, 可以

取垂向应力在薄板中都为 0(特科特等, 1986; Turcotte 
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et al, 2014)。但很难设想岩石圈在施加负载时其内部应力

没有变化 , 这一假设是许多学者不赞同的 (金煜等 , 

2002)。可是鉴于克希霍夫方程数学上的简洁和国际惯例, 

目前仍普遍接受采用这一假设得到的克希霍夫方程。 

本文针对克希霍夫方程中的这一问题 , 提供了

一个不需要假设式(3)的推导过程, 建立了一个新的

弹性薄板挠曲方程:  
4

FFD w q  ,              (4) 

其中 FFD 是新的挠曲刚度,  
3

FF
(1 )

12(1 )(1 2 )

E t
D


 
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
 

.          (5) 

但前人在建立式(1)中所用的其他 5 个假设, 即

下文中式(6)、(9)、(12)、(26)及(35), 在本文建立式(4)

的过程中仍保留使用, 但并不增加任何新的假设。 

1  推导过程 

仍旧把直角坐标系O xyz 之原点取在板之中面内, 

且中面选为 xOy平面, z轴则垂直板面向下, 如图 1所示。 

 

图 1  弹性薄板与坐标系 
Fig.1  The elastic thin plate and Coordinates 

 
板内任意一点 ( x , y , z )在挠曲时的位移记为

( u , v , w )。一般而言, u , v及w均是( x , y , z )之函数。 

采用 z轴方向应变为 0的假设 

0z  ,            (6) 

则描述弹性体形变的几何方程(Cauchy方程)组 
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,           (7) 

其中 , 第三式给出 w与 z 无关 , 仅是 x与 y 的函数 , 

即有:  

( )w w x y ， ,              (8) 

采用假设 

0 0yz xz  ， ,            (9) 

可由式(7)之第五、第六式给出:  

u w
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,             (10) 

将式(10)两边对 z积分, 可得:  

1
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采用假设(中面内各点无面内位移):  

0 0 0 0z u z v   时 ； 时 ,        (12) 

得 1( , ) 0f x y  及 2 ( , ) 0f x y  , 于是, 式(11)变为:  
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将式(13)代入式(7), 就有 
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及 
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依弹性体变形的物理方程(胡克定律), 有 
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其中, x 、 y 、 z 分别表示各个正应力, xy 、 yz 、

xz 分别表示各个剪应力 , G是板材的切变弹性模

量 , 即  
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2(1 )
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
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
.             (17) 

现在 , 本文摒弃假设式(3), 保留 z , 进行如下

恒等变换。 

首先由式(16)中第三式解出 z , 得到 

( )z x y zE       ,        (18) 

将式(18)代入式(16)中第一、二式, 有 
21 (1 )
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视此二式为 x 及 y 的二元一次代数方程, 求解有 
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现在, 引用假设式(6), 并注意到式(14), 此二式

变为 
2 2
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又将式(15)及式(17)代入式(16)之第四式得到式(23), 

待用。 
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依照弹性体的静力平衡方程组(Navier方程), 有 
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及 

xy yx  , xz zx  , yz zy   ,      (25) 

其中, ( X , Y , Z )是弹性体在( x , y , z )处的单位体积

所受到的外力(如重力)。 

仍旧采用假设 

0X  , 0Y  ,         (26) 

则式(24)化为 
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.       (29) 

注意到式(25), xy yx  , 则式(27)可写成 
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将式(21)及(23)中的 x 及 xy 代入式(30)得到 
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同样, 将式(22)及(23)代入式(28)可得到 
2 2
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将式(31)及(32)的两边对 z积分 , 并注意到式(8), 有  
2
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这里,  
2 2

2
2 2

( )
x y

 
  

 
,           (35) 

而 1( , )F x y 及 2 ( , )F x y 是任意函数, 待定。 

依旧采用克希霍夫方程推导中采用的假设:  

 
2

t
z   时, 0zx  , 0zy  ,       (36) 

即在板的上、下表面上无剪切应力, 则可由式(36)、

(33)与(34)解出 1( , )F x y 及 2 ( , )F x y , 从而得出 
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根据式(25)、(37)、(38), 式(29)变成为 

2 2 4(1 ) 1
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如果弹性薄板受到的体力只有重力 , 那么

Z g , 这里  是薄板的材料密度 , 而 g 是重力加
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速度。但我们这里不做此限定, 而是一般地, 容许有

可变体力 

           ( , , )Z Z x y z .           (40) 

为了由方程(39)推导出薄板挠曲的微分方程, 我

们引入一个辅助量 P如下: 

2

Z
tzP Zdz


   ,          (41) 

于是, 
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z z
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 
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.            (42) 

仍用 1q 及 2q 记薄板顶面及底面上受到的横向载

荷, 见图 2。 

 

图 2  薄板顶面及底面的横向载荷 
Fig.2  Lateral load on the surfaces of elastic thin plate  
注: 1q 、 2q 分别表示薄板顶面及底面上受到的横向载荷;  

t 为薄板厚度 

 

则有如下的边界条件成立(依惯例, 张应力为正):  

 
2

t
z   时, 1z q   ,          (43) 

及  
2

t
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仍旧用 q表示薄板受到的横向总载荷, 即 
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则有如下边界公式成立:  

当 
2

t
z   时, 1P q  ;         (46) 

当 
2

t
z  时, 1P q q  .        (47) 

将(42)式代入(39)式, 有 
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将此式两边对 z积分, 得到 
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由(46)及(49)可求出 3( , )F x y ,  
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再将 3( , )F x y 代回(49), 有 
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将条件(47)代入式(50), 有 
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这就是弹性薄板小挠度弯曲中面微分方程。它是在没

有采用假设(3)的情况下由弹性体几何方程、物理方程

和静力平衡方程推导成立的。 

为了与经典的克希霍夫方程(1)及(2)式相对照 , 

引入符号 FFD 代表新的挠曲刚度,  
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,        (52) 

则挠曲方程(51)可写成 

 4
FFD w q  .            (53) 

这个结果显示新建立的方程(52)与克希霍夫方程

(1)具有同等的数学简洁性。至于就数值影响而言, 试

取泊松比 0.25  , 则有  

2
FF (1 )

1.125
1 2

D

D





 


,         (54) 

对此, 新挠曲方程(52)中的挠曲刚度(因子 FFD )要比

经典克希霍夫挠曲方程的 D值大 12.5%。 

2  讨论 

2.1  本文推导的弹性薄板小挠度弯曲方程无需垂向

应力为 0的假设 

在弹性薄板小挠度弯曲方程的推导中假设垂直

薄板方向的应力为 0(钱伟长等, 1956), 鉴于薄板厚度

相对很小 , 而且获得的克希霍夫挠曲方程具有简介

的数学形式, 至今仍是广泛采用的经典公式(柳春图

等, 2001; 刘人通, 2002)。但在本文的上述推导表明, 

这个假设可以省去, 而且本文公式(43)及(44)还表明

假设条件式(3)也并不成立。在岩石圈挠曲的研究中, 

虽然很早就确认了岩石圈是在冰川、火山岛屿等负载

的作用下发生挠曲的 , 其挠曲可以近似地采用弹性

薄板来拟合(Gunn, 1949; Walcott, 1970), 但在其挠曲

方程的推导中仍继承了克希霍夫挠曲方程 , 这就默

认了垂向应力为 0 的假设, 并认为薄板的表面无应

力、而且薄板厚度很薄, 因此可以假设薄板上下垂向
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应力均为 0(特科特等, 1986; Turcotte et al., 2014)。也

曾有人对岩石圈挠曲中采用垂向应力为 0 的假设提

出疑问(金昱等, 2002), 但未解决该问题。而本文推导

的岩石圈挠曲方程则不需要这一假设 , 并且解决了

这一问题。 

2.2  在岩石圈挠曲研究中的应用 

在俯冲带海沟、大洋岛屿等相对简单的负载下, 

可以直接采用岩石圈挠曲方程和海底地形来计算挠

曲参数
1 4

4

( )m w

D

g


 
 

   
, m 和 w 分别为地幔和

海水的密度(Walcott, 1970; Turcotte et al, 2014), 进而

获得岩石圈的挠曲刚度 D和弹性厚度 eT 。在更广泛

的地质背景下 , 则是采用重力异常与地形的导纳来

计算岩石圈有效弹性厚度 (McKenzie et al, 1976; 

McNutt et al, 1978; Watts, 1978; Forsyth, 1985; Jin et 
al, 1994; Watts, 2001)。为了研究区域内岩石圈有效弹

性厚度的变化, Kalnins 等(2009)和 Pérez-Gussinyé 等

(2004)提出了滑动窗口导纳技术(MWAT), 获得了广

泛的应用(杨安等, 2016; Yang et al, 2018)。导纳法也

是由获得的挠曲刚度计算岩石圈有效弹性厚度值。 

若采用本文推导的岩石圈挠曲新方程 , 则由其

挠曲刚度 FFD 之值得到的岩石圈弹性厚度值 FFT 与克

希霍夫挠曲方程计算得到的弹性厚度值 eT 的关系式

为 3 3
FF /1.125eT T , FF 0.9615 eT T 。 

上述表明 , 虽然本文推导的岩石圈挠曲新方程

的挠曲刚度值 FFD 与“经典的” D值有明显的不同, 但

从 FFD 及 D值进一步计算的岩石圈有效弹性厚度值

之间相差很小, 仅有不到 4%的差别。但鉴于新挠曲

方程无需垂向应力为 0的假设, 这一假设在岩石圈动

力学研究中是无法得到合理解释的 , 采用新挠曲方

程计算的 FFT 显然更合理, 而且只需将已有的岩石圈

eT 值做约 4%的校正即可, 并不要求推翻已有的岩石

圈 eT 研究中有关的方法。 

实际上岩石圈有效弹性厚度是为了研究和比较

岩石圈在不同构造背景(即不同应力状态和负载)下

挠曲响应的参数 , 进而分析其动力学性质 , 在物质

上是不存在的 , 因此本文提出的岩石圈 FFT 值虽然

比 eT 值更合理 , 但不会在实际应用中给出显著不同

的结论。 

2.3  新挠曲方程有待于三维数值模拟或光弹性法实

验的验证 

本文推导的弹性薄板小挠度弯曲的新方程在弹

性力学中也可得到应用 , 例如对于同样弹性模量的

材料、同样负载、同样挠曲(或弯曲)的情况下, 本方

程得到的材料厚度比相对经典克希霍夫方程得到的

材料的厚度可以降低约 4%。 

与岩石圈挠曲中的应用不同 , 本文推导的新挠

曲方程可以通过三维数值模拟或光弹性法模拟(曾佐

勋等, 1992)来验证, 分析垂向应力的影响, 这有待于

业内专家的研究工作。 

3  结论 

与岩石圈挠曲——弹性薄板小挠度弯曲中垂向

应力为 0的假设不同, 本文在不需要假设岩石圈垂向

应力为 0的假设, 推导了新的岩石圈－弹性薄板挠曲

方程 , 在数学形式上与经典的克希霍夫挠曲方程一

样 , 但 新 的 挠 曲 刚 度
3

FF
(1 )

12(1 )(1 2 )

E t
D


 



 

在

0.25  时 比 传 统 的 挠 曲 刚 度
3

212(1 )

Et
D





大

12.5%。因此对于同样数值的挠曲刚度, 新方程计算

的 FFT 略低于经典方程计算的岩石圈有效弹性厚度值

eT , FF 0.9615 eT T , 两者仅有不到 4%的差值。本方程

也可以在弹性力学中得到应用。 
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A NEW FORMULA FOR LITHOSPHERE FLEXURE-ELASTIC THIN PLATE  
SMALL DEFLECTION BENDING 

FAN Shou-Zhi1,  FU Yong-Tao1, 2, 3 
(1. Key Laboratory of Marine Geology and Environment, Institute of Oceanology, CAS, Chinese Academy of Science, Qingdao 266071, 
China; 2. Center for Ocean Mega-Science, Chinese Academy of Sciences, Qingdao 266071, China; 3. Laboratory for Marine Geology, 

Pilot National Laboratory for Marine Science and Technology (Qingdao), Qingdao 266237, China) 

Abstract    The small deflection bending formula of elastic thin plate, i.e. Kirchhoff Equation, has been used in the 

study of lithosphere flexure. Be different from that in the elasticity, the assumption of vertical stress is 0 of Kirchhoff 

Equation in the lithosphere dynamics is obviously argued. This paper derived a new small deflection bending formula of 

elastic thin plate without leaving vertical stress out of consideration, suitable for lithosphere flexure, from geometrical, 

physical and static equilibrium equations. This formula has mathematical simplicity same to the well-known Kirchhoff 

Equation, but its flexural rigidity DFF is little different from the flexural rigidity D of Kirchhoff Equation, about 12.5% 

higher in case of Poisson’s ratio is 0.25.  

Key words    lithosphere;  elastic thin plate;  flexure;  Kirchhoff Equation 

 


